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（五）

　Abe1群の元の合成法は可換であるから，これを加法と考え，記号十で表わし，合成結果を和と

いい，単位元をOで示す。個々の元は，n次元空間の，格子点と考え，ベクトノレを用いて表わす

ことが出来る。任意のベクトノレXは

　　　　X＝（a1，a2，＿a、）＝a1（1，O，O，＿O）十a2（O，1，O…O）十＿十aΩ（O，0，＿1）

　　　　：a1E1＋a2E2＋…十a．E。　　　　　但aiEFEiai

の如くに，整数aiを係数として　Ei＝（O，…1，…O）の一次結合として表わされる。比群を基

E1，E2，…E。から生成された自由Abe1群といい，Aで表わす。

　AはE1，E2，…E、の代りにその一次結合である所の，他の一次独立な一組のベクトノレA1，A2，…

A。を基として生成されると考える事も出来る。その時

でαijは整数，且1αijl＝±1である。従つて，E1，E2，…E、は亦Aユ，A2，…A。の一次結合と

なる。

　今ベクトノレY＝（b1，b2，…b、）を元とする他のAbe1群Bを考え，BはAに準同型なるものと

する。換言すれば，Aの一個の元にはBの唯一個の元が対応し，Bの一個の元にはAの少くも一

個の元が対応し，且対応元の和が，また対応するものとする。Bの単位元OにはAの中の

C1＝λ11E1＋λ12E2＋・・…・十λ1，E，

C2＝λ21E1＋λ22E2＋＿＿十λ2，E、

等有隈個，又は1無限個の元が対応するものとする。これ等の全体はAの中の正規部分群Cを作

る。C1，C2，…中に一次独立なものは高々n個しかないから，それらを改めてC1，C2…とする

と，部分群Cは
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／）一（二11二1：二11）

なる行列で，表わすことが出来る。

　行列の

（1）或行（又は列）に±1を乗ずること

（2）或行（又は列）に整数を乗じて，他の行（又は列）に加減すること

（3）或二つの行ユ（又は列）を入替えること

の三つは行列の基本変形といわれる。それは（λ）の左側（又は有側）から1α1＝±1なる行列

（α）を乗ずることによつて達成される。（α）を（λ）の左側から乗ずることは，部分群Cの，元な

るベクトノレの一次結合を作ることを意味し（α）を（λ）の右側から乗ずるこは自由群Aの基E1，

E2，…E。の一次結合を作ることを意味する。

　（λ）のすぺての組成分子λij＝Oとなるのは，二つの群AとBとが同型の場合であるが，この

場合は，後に考えることにしよう。先ず（λ）の行と列とに凡ゆる基本変形を行つて得られるλij

の絶対値1λij1の零でない最小のものを（1，1）分子とする。e1＝1λ111とおぎλlj：qe1＋r

o≦r＜eエとし，第1列をq倍して第j列から減ずると（1，J）分子はrとなるがe1＝1λn1最

小の仮定によつてr：Oとなる。このような操作を反覆すれぱ第1行は（1身1）分子以外悉く零と

なり第1列も同様の操作によつて（λ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　㍗1

となる。この時λij（i，j≧弓）はe1の倍数であろ。何となれぱλij＝qe1＋r　O≦r＜e1とする時ナ

第1行を第i行に加えしかる後，第1列のq倍を，第j列から減ずるとe1最小の仮定によつて

r＝Oとなるからである。次に

（二：：二：：）

に同様の操作を行ない　（λ）を

と変形する。更に同様の手続を反覆し

∵㌧・、！ ・一・i＋1

空所はC
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の形とする事が出来る。e1，e2，…e、は（λ）の単因子と呼ぱれる。

これによつて見れは部分群Cは

C1＝（e1，O，…O）

C2＝（O，e2…0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　C。＝（O，O，…e、，…O）

なるベクトノレの生成する自由群で，その元はZ＝c1C1＋c2C2＋…十c，C，ci：整数と表わされる。

又Abe1群Bは，Aのcによる剰余群A／c隼同型である。換言すれぱAの元x＝（a1，a2，…a。）

はaiがeiを法として，合同なとぎ，Bの同一元に対応する。即biはeiを法とする剰余類である

と．してBの元はY＝b1E1＋b2E2＋…十b．E。と表示されBは位数biなる巡回群の直和となる。

ここにei，e2，…はユとなる事も可能であるが，その時b1E1，b2E2…はO即単位元を表わすの

みである。そして此場合Aの直和因子a1E1，a2E2　に対応するBの元が存在しないものと解す

る事が出来る。又…eレ1，e。はOとなる事も可能で，その時…b、一1E、一1，b，E。は無限巡回群を

表している。そしてこれはAの直和因子…aコー1E、一1，a，E、をそのままBに転用したものである。

AとBと同型ならぱすべての単因子はOとなるが，前に除外したのは此場合であつた。

　行列（λ）のすべてのi次小行列式の最大公約数を行列式因子といいdiで表わす。但do＝1

とする。（λ）の右側又は左側に1α1＝±1なる行列（α）を乗じて，行及列に変換を行つても同一

の行列式因子を得ることは見易い。それ故，自由群A及その部分群Cの生成元なる基に変換を
　　　　　　　　　　　　　　　　di行つて　他の基を用いたとしても　　に変化は無い。之を対角線形で見れはd、二e1e2e、で
　　　　　　　　　　　　　　　di－1デ
d
i｛．、＝臼である。BはA／Cとして表わされるからBの直和因子なる巡回群の位数・・が変らな

いのである。但e1，e2，等が1となるのは　Bに無関係な原因によるものであるからこの場合を

．除くと　1でない単因子の列（e1，e2，…）はAbe1群Bに固有のもので表示の如何に関らない。

これを逆の順序に並べたものを　Bの不変系という。

（皿）

　Bの部分群B1を考える。B1が対応するAの部分群をA！とするとB1は単位元Oを合むから

A1はCを合む。故にCの生成元C1，C2，…はA！の生成元の一次式として表わされる。其行列を

（μ）としよう。B！の構造はBと同様に（μ）の単因子（e！エ，e！2，…）によつて定まる。

　A！の生成元はAの生成元Eiの一次式として表わされるから其行列を（γ）とし，その一次式を

A！の生成元でCの生成元を表わす式に代入すると，Cの生成元が．Aの生成元Eiで表わされる。

その行列は（λ）であつたから

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（λ）一（μ）（ツ）

なる関係を得る。（λ），（μ）の二つを同時に対角線型に化する事は一般には不可能であるが（μ）

のみなら可能である。そこで始から
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なる形に取ると，右辺の第一行はe！1を因数に持ち，第二行はe！2を…第i行はeliを因数に持

つ。故にそのi次の行列式因子diは　el1e！2…eliで整除され　単因子eiはe！iで整除される。

　或Abe1群B＊がBに準同型なる場合を考える。B＊はBの或部分群B1に対してB／B1に同型

である。そしてB／B！はA／A1に同型でありA／A！の構造は（似）の単因子（e”1，e”2…）によつて

定まる。故に上と同様の考察によりBの単因子eiは（γ）の単因子e”iで整除されることが分る。

（皿）

　群Aの元Xを同じくAの元X1に写す，即X1＝甲（X）なる演算を写像という。X1の全体が

Xの全体に準同型である時，即

　　　　　　　　　　　　　　　甲（X1＋X2）＝甲（X1）十甲（X2）

である時，自己準同型写像という。

　二つの自己準同型写像伊とψとの積及和を（W）（X）＝甲（γ（X））（甲十甲）（X）＝伊（X）十γ（X）

で定義する。自己準同型写像の積及和が，矢張，自己準同型写像であること即

　　　　　　　　　　　（甲Ψ）（X1＋X2）＝伊γ（X1）十甲Ψ（X2）

　　　　　　　　　　　（甲十Ψ）（X1＋X2）＝（甲十γ）（X1）十（甲十γ）（X2）

が成立することは見易い。又自己準同整写像が環をなすこと即

　　　　　　　　　　　　　　甲十Ψ＝Ψ十甲

　　　　　　　　　　　　　　　（伊十Ψ）十〇二甲十（Ψ十◎）

　　　　　　　　　　　　　　甲（甲十◎）＝甲Ψ十甲O　（甲十Ψ）◎＝甲◎十γ◎

　　　　　　　　　　　　　　　（w）◎＝甲（γ◎）

が成立することも明らかである。之を同型環という。又若上の白己準同型写像が逆を有するなら

ば同型群という。

　以下取扱うものは凡て有限Abe1群とする。従つて不変系を与える行列の単因子は0でない。

写像γはベクトノレの変換であるから行列（α）で表わすことが出来る。即

汽（・）一1）一（舳）（：1）

自己準同型写像の積には行列の積が対応し　和には和が対応する。

　一つの行列は，一つの写像を与えるげれども，二つの行列が同一の写像を与える場合もある。

（α）と（β）とが同一の写像を表わせば（α）一（β）はBのすべての元を単位元Oに写す。Bが自由

群Aとその部分群Cとにより　剰余群として表わされるから（α）一（β）‘ぽAの元を悉くCに写

す。Cの元は，ベクトノレC1，C2，…で，行列（κ）を用いて表わされるとする。C1，C2…は行列

μ）を用いて基E1，E2，…で表わされるから

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（α）一（β）；（κ）（λ）

1なる関係が成立つ。即（α）一（β）は右側から（λ）で整除される。逆に（α）一（β）が右側から（λ）

で整除されるなら（α）と（β）とがBの同一写像を表わすこという迄もない。

　次に，（α）で表わされるAの写像がAの部分群A’への自己準同型写像である為の条件を求め
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よう。Aの部分群A’は，或関係式を充す元の全体であるから，其関係を行列で示して（σ）とす

れぱ　A’の元に（σ）を適用すれば0となる。Aグの元はE1，E2…で（τ）を用いて表わされるも

のとすると（σ）（τ）は行列の意味で0となる。即（σ）と（τ）とは相互の零因子でなげれぱならな

い。

　借，Aの元が（α）によつてA’に写された時，これに（σ）を適用すれぱベクトノレの意味でOと

なる。そのベクトノレをE1，E2…で表わしたとするとA’の意味によつて（σ）（α）（τ）は（σ）（τ）

を其右側の因子として持つ。即ち（σ）（α）は右側から（σ）で整除される。それは必要条件である

が，十分なこというま．でもない。

　今生成元を適当に取つて（σ）を標準形にしておく。

　　　　　　　　　　　　ω一∴恥∵ド

その時（σ）（α）（σ）寸二
　　　　S工　　　　　　S1
αn　　・。α工2　・、α工・

S2　　　　　　　　　　　　S2
　　α2エ　　　　α22　．．　　　　　α2n
S1　　　　　　　　　　　8n

　　　　　　　　　　　　Sn　　　　Sn
　　　　　　　　　　　一αn1　　　　αn2　　　　αηn
　　　　　　　　　　　　S1　　　　S2

が整数を組成分子とする行列でなげれはならない。故にS・α、、（1＜j）が整数でなげれはならな
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Sj
い。これが自己準同型になるための完全条件である。即AからA’への自己準同型写像は

　　　　　　　　　　　　　　　　β・；1β・・llβふ

　　　　　　　　　　　　∵1∵∵lll

で与えられる。このような二つの行列がBの同一自己準同型写像を表わすためには上に見た如く

第j列がe5を法として合同であれぱよい。

　以上に一よつて同型環が行列によつて表現された。
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