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切換によって生ずる自励振動

野 坂　　　弥　　　蔵

Yazo　NosAKA　SELF－EXCITED　OSCILLATION　SET　UP　BY　SWITCHING

ABSTRACT．Durmg　an　exper1ment　of　compressed．a1r　and．water　f1owmg　m　a1／2

1n　d．1ameter　gas　p1pe　w1th　a　s皿a11ho1e（about1／101n　d1ameter）on1ts　wa11，an

1nterestmg　se1f－exc1ted　osc111at1on　took　p1ace　by　a㏄1d．ent　A1r　and．water　spurted．out　of

the　ho1e　a1ternate1y

　The　osc111at1on　1s　represented．a1temate1y　two　d－1st1nct1mear　d1fferent1a1equat1ons

wh1ch　are　of　the　th1rd．ord．er　and．haye　constant　coeff1c1ents

　Th1s　paper　presents　a　s1肚p1e　method　of　ana1ys1ng　these　mutua11y　sw1tchmg　d1fferent1a1

equat1ons　of　the　th1rd．ord．er　by　the　tra］ector1es　on　the　phase＿p1ane

　§1　緒　　　　言

　定数係数の線型常微分方程式の接続によって表わされる系が自励的に振動する例は，リレー
　　　　　（1）（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　　　　　（4）
式自動制御系に多く見られる。また或種の真空管発振器や純流体素子を使用した発振器などは
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）
これを積極的に利用した例と云えよう。著者らは，管路の一方に圧縮空気，他方に加圧された

水が入ってその境界を接している場合に，管壁に明けた小孔から，空気と水が交互に噴出して

生ずる振動現象を偶然に発見したが，これも定数係数線型常微分方程式の組合せで表わし得る
　　　　　　　（6×7）
ものと考えられる。しかし，これは係数も切換る3次系であるため取扱が簡単ではなく，目下

検討中であるが，位相平面の取扱いについて工夫したので，現象の説明と合せて中間報告する。

§2　実験装置および振動発生の経過

　圧カタンク（直径40α物，高さ1刎）と配管（％吋ガス管）よりなる実験装置を第1図に示す。

タンクには水を入れ，上部より圧カクω（一定）の圧縮空気を導入して加圧しておく。配管の

右方は弁vを介してタンクに，左方は小孔∂

の明けてある仕切板を介して別の圧縮空気源に

が大きい。（例えば，∂＝1伽，D＝2剛弁
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y
Vが閉じている間は，孔∂を通った空気はD　　　　　　　　　　第1図
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より’大気へ噴出するから，∂とDで境された部分（空気室と呼ぶことにする）の圧カクはほ

s大気圧に近い。勿論ク＜伽である、弁を開くと，水は配管申を左方に流れて行き遂に1）

を塞ぐ。そうするとDよりの空気の噴出は止み，代りに水が噴き出し，空気室内の圧カクは

急上昇してク＞加となる。、このため水は右方に押し返され，Dは開き，再び空気が噴出する。

同時にクは下り始め，やがて再びク＜加となる。すると水はまた左方に進み，以後同様な経

過を繰返して管路内を往復しつつDを開閉する。空気室内の空気は周期的に蓄積，放出され，

Dからは水と空気が交互に噴出する。

§3　実　験結　果

　空気室，および弁γに近い管路の部分にそれぞれ抵抗線歪計の圧カピックアップを取付け

て，変動圧カを電磁オツシログラフに記録させて見ると，この2箇所の圧カは波形も位相も全

く相等しいから，この系は集申定数系として取扱ってよいことが分った。

　実験は，空気室の長さ工α＝31～528o物，孔Dからタンクまでの管路の長さL＝86～776

6物・孔6の面積3と，孔Dの面積8との比恥＝1～25，A＝1．5～6紡／6刎2，加＝O．2～

5毎／0刎2の種々な組合せについて行った。

　この結果，発振可能な範囲は大凡次のようであった。

　（I）　4＜5／3く（9

　（■）　316脇＜Lα＜5286泌

　（皿）866刎＜Lω

　（1V）クω＜ク1

　空気室圧カクの電磁オツシロクラフ写真を第2～6図に示す。第8図にムα　およびムと振
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動数∫o／∫との関係，第9図にタンク圧カクωと∫との関係を示してある。

ら次の実験式を得た。

　　　　　　∫一1・（ム先）04　　・・（・）

　ここで尾は恥によって変る定数で恥が小さい程，小．さ之なる。

　実験の範囲内では，空気源圧カク1は∫に直接関係しないようである。

3．4．

これらの結果か

§4　系を記述する微分方程式
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切換によって生ずる自励振動 9

　記号

　A　＝管路の断面積　　（6刎2）

　ρ　＝水の密度　　（伽2／α勉4）

　Z　＝管路内の水柱の長さ　（剛

　L＝孔Dよりタンクまでの管路の長さ　（o肋）

　ル＝空気室の長さ　（0吻）

　”　＝管路内の水の前端の位置座標（孔Dより右方を正方向とする）　（6肋）

　クω＝タンク内の水圧（ゲージ圧）　（勿／0肋2）

　ク1＝空気源の圧力（ゲージ圧）　（細／6吻2）・

　ク　ニ空気室の圧カ（ゲージ圧）　（伽／6脇2）

　1）＝空気室の平均圧カ（絶対圧）　（居g／α勉2）

　π　＝空気のPo1ytrope指数

　（I）管路内の水の運動方程式

　管路内の水は一体となって運動すると考えられるので，管路の抵抗を無視すれば

　　　　　　ρA雌＝A（クー加）……………………一・（2）

を得るが，更にz÷工と見傲すと

　　　　　　　　　1
　　　　　　・r山（グ加）　　　　　（3）

　（1皿）空気室内の空気の状態変化の式

　空気室へ孔∂より流入する空気量を9ユα物3／3，孔1）より流出する空気量を926物3／3とし，

水の前端が管路内を右方に移動するために，空気室の空気が93㎝3／5だけ流出するものとす

る。差引き〃秒間に（9rgr93）〃だけの空気が空気室に蓄積され，そのため室内の圧

力がψだけ上昇するものとする。その間の状態変化をPo1ytrope変化と考え乏と

　　　　　　　　　　〃P
　　　　　　ψ一旭、（9r9・一9・）”　　　（4）

孔∂と1）とのadm1ttanceをそれぞれ，尾エ，K1とすれば

　　　　　　9・＝尾・（クrク）……………・・・…………………（5）

　　　　　　92＝K1ク…………・一・一……………・…一（6）

　　　　　　⑭＝柵………………・…・・………一・・…一（7）

　　　刀1）　　　　　　〃P　　　　　　　ηP
　　Aム、細≡島　Aム、Kj≡瓦　　ル　≡αとおくと式（4）は

　　　　　　φ＝尾（クrク）一Kクーαポー……………（8）

となる・この式は”＞Oの時に成立つ。”＜Oの時は，孔1）が水で塞がれているから

K＝Oである。

　（皿）纏　め
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式（3）と（8）が系を表わす方程式として得られたが，この2式からクを消去すると次式を得る。

・・（1＋・）・・が一一隻（クrクー）一ξ刈　…（・）

但し”＜Oの時はK＝0とする。

ここで乏一ω・㍉尾一・λωω尾・K一・μωω

　　　尾　　　　　　　　　　　　K　　　　　（カr加）≡ξ，　ξ一　　加…1一η
　　　α　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

とおき，”の正負に従って（9）を別けて書くと，

　　　　／釜・・λω。圭・ω。・立一ω。・ξ　・＜・………一……・（・・）

　　　　／圭。・、、。を。、。・士一一、。・η　。＞。．．．．．．．．．．．．．。．、．．．。．（。。）

となる。即ち，この系は”＝Oを切換線として”の係数と，入力ω02ξ事一ωo2ηとが非対称的

に切換わる積分性の3次線型系である。

以下の議論ではλ，μ，ω0，ξ，ηはすべて正数とする。ξ，ηを正数とするのは

・・島・竿とするのと同等である・

§5安定判別

　（5・1）λ＝μ，ξ＝ηの場合

式（io，ωのま㌧では取扱いが面倒なので，特にλ＝μ，ξ＝ηの場合について安定性を調べ

てみよう。この系のフロック線図は第10図のように線形要素G（5）＝1／3（52＋2λω03＋ωo2）

と，リレー要素Nの結合で表わされる。リレー要素の記述関数は4ωo2ξ／παであるから，線型

0＋
s（sみ2λωos・功星）

一二、、in酬

第10図

αo◎⑪a=eo M cl=0 (A)=0p A 
a)~CD:o ' 

~L)=0 

第11図
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要素の周波数伝達関数G（1ω）のベクトル軌跡が一πα／4ωo2ξを取囲まなければ安定である。

G（1ω）と一πα／4ωo2ξのベクトル軌跡を第11図に示す。これで兄ると〃点が安定なリミット

サイクルの状態を示し，振動数ωは

　　　　　　ω＝ωo……………………………・一…一…（12）
振幅は

　　　　　　　　　　2ξ
　　　　　　α一πλω。　　　…　　　　（13）

であることが分る。

［注コ式（12）より

　　　　　　1－1・一！走一！、芸ム　（・・）

を得る。P㏄加と考えてよければ（1φは

　　　　　　∫一・・／此　　・　　（1・）

と書ける。これと実験式（1）とを比較してみると比較的よく合っている。但し（1⑤はλ＝μ，ξ

＝ηの場合であり，（1）はλ＜μ，ξキηの場合である。

（5－2）　般の場合

位相平面を使ってリミットサイクルの存在条件を調べてみよう。式㈹，σ1）で”…ツとおけば，

　　　　　　／夕十2λω・夕十ω・2ツーω・2ξ・………＜0………・・・…（10！）

　　　　　　い・・μω。夕・ω。・ツー一ω。・プ……。＞・…＿．＿…（。。・）

となる。ツーツ位相面軌道はよく知られているので，これより”一”面軌道の概形を推定す

ることができる。今パ＝Oの時，状態点が”一丘面では点Ao（O，士o）に，丘一差面では

五〇／（立o・圭o）にあグ且つ・立o＜O，圭o＜0であったとする。

け）λ≧1，μ≧1の場合（第12α，姻）

■第12α図でAo！B！α1）！Pは（10！）式，D！E！F・A、・9は（11・）式の軌道である。第

126図のλo，凪σ…・・はそれぞれα図のλo／B／C！……に対応している。即ち，ツータ面の

（五〇／B1間は圭＜O・立＜Oであるから，圭も”も減少するので，”一立面では砧の如く下降

する。B！点では圭＝Oであるから，これに対応するB点は丘の極小点である。玩！では

壬＞O，圭＜Oであるから，立は増加し，、”は減少して盆となる。C／点では全＝Oである

からC点で”が極小になる。C／D／では圭＞O，立＞0であるから立も”も増加して6と

なる。D！点で”＝Oとなったとすると，軌道は式（11／）に対応した1γE／F／A1！に切換

る。”点下は圭＝OであるからヲE点は立の極大点であり，F点は丘＝Oに対応している

から”の極大点である。以下同様な経遇を辿ってA1／点で再び”＝Oとなる。Aゴ点はAo〆

点（出発点）よりも

　　（i）　9点に近づくか

　　（ii）　AO／点に一致するか
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第12a図

文

　　　　ヱ

λ≧1，μ≧1の場合

第12図b

　　（iii）9点より遠のくか

のいずれかである。いずれになるカニは出発点AO！（土o，差o）の位置如何による。（i）（ii）（iii）

に対応して”一立面では，土軸上でA1点はAO点より

　　（i）　左方にくるか

　　（ii）　一致するか

　　（iii）右方にくるか

のいずれかである。

（i）の場合には，A1！点を出発して再び士一士面を時計廻りに一巡する軌道がまた”＝0に

なる点A。1は更に9点に近づく◎同様にA8／，A4！……はこの順に次第に9点に近づくが，

9点を越すことはない。何とならば9点は平衡点であるから。従ってA11，ん！…は或一定点

”に収束する。A！はリミットサイクル上の点である。即ち状態点は内側からリミットサイク

ルに近づく。
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（11）の場合は，AO〆点が丁度リミットサイクル上の点である。

（iii）の場合には，A11ム〆…は順に9点より遠のく。これに対応して”一立面ではA1A2

・はこの順で”軸上を原点0に向って移動するが，原点0は不安定点であるから，（この系

は（1Φ，（11）式より明らかなように”の項を欠いでいるので静的不安定な系である。）0点に一

致することはない。従って或一定点Aに収束しなければならない。A点はリミットサイクル

上の点である。即ち状態点は外側からリミットサイクルに収束するのである。

　（口）λ＜1，μ≧1の場合（第13α，ろ図）
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第13b図

”＜Oに対応するツータ面軌道がP点を焦点とした渦巻線になるのが（イ）の場合と異なるだけ

でπ一丘面軌道の形は変らない。　ただ，”＝OとなるのがD1点であるかF！点であるかに

よって，士が極大になる点亙の位置が第13ろ図の如く異なる。

り　λ≧1，μ＜1の場合（第14図）

”＝0になるのが”点であるかC1点であるかによって，”一士面上で圭が極小になる点

sokyu
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　　　第14図
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　　第15図

Y

Bの位置が異なるだけで，”一丘面軌道の形は（イ）のものと変らない。

←）λ＜1，μ＜1の場合（第15図）

”＝Oになるのが”点であるかC！点であるかによって，κ一丘面で壬が極小になる点B

が異なり，またE1点であるかG！点であるかによって，立が極大になる点Fの位置が異なる

だけで，軌道の形は（イ）のものと変らない。

（5－3）リミットサイクルの存在条件

以上より，リミットサイクルが成立するための必要条件はツーツ面軌道の結節点　（または焦

点）および切換点（即ち”＝Oとなる点）が夕軸の両側に1つづつあることである。このた

めにはξ，η，λ，μはすべて正数でなければならない。

λとμの大小はリミットサイクルの形成には無関係である。但し，前述のような，管路内の水

と空気の振動の場合には，ξ，ηがλ，μの関数であって，ξ＞0，η＞Oであるためには

　　　　　　1＜ク・＜尾十K＿μ
　　　　　　　　クω　　尾　　　λ

でなければならないからλ＜μが必要である。従ってこの場合には上述のいは起らない。

§⑮　アナログ電子計算機による解析

式（3）（8）を直接に解くために第16図の回路を使った。スイッヂ8は”＝0の時に切換え，

S
K　ノ

十

島

始 1寸　pLえ群　4
　　馬

α

第16図
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け）

（1コ）

い

x

■
五

戸

第17図

け）

（口）

り

x

⑤
x

戸

第18図

エ＜0の時off・”＞Oの時o干・とする・第17・，18図の（イ）（口）いは結果の一例である・りの圧

カ波形を第2～6図に示す水一空気系の圧カ波形と比較してみると良く似ており，加を増す

と振動数が変ったり，波形が変ったりする傾向もプ致している。第19図は発振の遇程を示す。

内側から次第にリミットサイクルに近づく様子がよく分る。式㈹，ωの形で解いて§5の所論

を検討するには第20図の回路がよいであろう。

§7　電子計算機による解析

　アナロク電子計算機では，パラメータを簡単に変えることができる長所がある反面，精度そ

の他に短所があるので，電子計算機でも検討することにした。一例としてλ＞1，μ＞1の

場合を述べよう。之＝Oの時”＝O，立＝土o，土；士oなる初期値より出発し，接続法によ

ってリミットサイクルを求めるのである。計算時間をなるべく短縮するために次のような工夫

をする。即ち式（1①より

sokyu
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叉
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第19図

λ＜1，μ≧1の場合の発振遇程

⑧印は切換点を示す。
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　　　　　　　　　　　2λωo士十劣
　　　　　　”＝ξ一　　。　　　・一・　・　　…（16）
　　　　　　　　　　　　　ω0

上述の初期条件の下でこの式の両辺を積分すると，

　　　　　　　　　　　2＼ωo（丘一立o）　十　（丘一立o）
　　　　　　z：ξガー　　　　。　　　　　　　（17、
　　　　　　　　　　　　　　　　　ω0

を得る。また

　　　　　　α。≡一ωo（λ一■λ2－1）………………………（18）

　　　　　　α2…一ωo（λ十1／λ2－1）………………………（19）

とおきC1，C2を任思定数とすれば（101）の　般解は

　　　　　　ツ＝士＝Cエθ的去十C2θα2ま……………・・…・……………（20）

これより

　　　　　　夕＝圭＝C1α1θα1云十C2的狗チ……………・……………・・（21）

よって，先ず与えられたωo，λの値を使ってα1α。を計算し，次式によってC1，C2を求める。

　　　　　　q一”・■α・（・rξ）・　一　　（22）
　　　　　　　　　　　　α1一α2

　　　　　　C、一…十α1（・・一ξ）　　　　　（23）
　　　　　　　　　　　　　α1＾α2

次にカをg．1秒づつ増し，その都度”，毛全の値を帆⑳，⑳によって計算する。圭o＜Oの

場合は，”の値は初め負であるが，やがて正に変る。変る前後の”の値を使い，内押によっ

て”＝0の時の¢，士，圭の値を求め，これを初期値として次式の場合（劣＞O）に切換える。

　　　　　　ろ1…≡　＿ωo（μ＿γ／μ2　＿　1　）・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（24）．

　　　　　　ろ2…＿ωo（μ十1／μ2　＿　1　）・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・…　（25）

　　　　　　Dユー”・■ろ・（・・十η）　　．　　（26）
　　　　　　　　　　　　ろr62

　　　　　　D、一…十ろ1（・・十η）・　．　　　（27）
　　　　　　　　　　　　ろ1一ろ2

　　　　　　　　　　　　　2μωo（立一あo）　十　（土一立o）
　　　　　　”＝一ηト　　　　　。　　　　・　　（28）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωO

　　　　　　丘＝1）・θろ・オ十D2θろ・Lη………・・・………・……・・・・・…（29）

　　　　　　圭＝D伽ろ・云十D。ろ。θろ・歩・・…一……………・・……・……（30）

これ等の式によってO．1秒毎の”，立，差を計算し，やがて”＜Oに変ったら，前と同様に内

押によって”＝Oに対するカ，土，土の値を求め，これを初期値として再び㈱，㈱，⑰，②①，

⑳による計算に切換える。このような操作を繰返し，工＝Oの時の丘の値が毎回一定の値を

取るようになったら停止すれば，リミットサイクルが求まる。実際のプログラムを次に示す。
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巧

第23図

第21α，ろ図はこのプログラムによって計算した土一士面，”一立面軌道であり，第22α，ろ，o

図は”，圭，士の波形である。式（3）より分るように

　　　　　　ク＝加十ρ〃・…・…………・……………（31）

であるから，クの波形は直流分クωを除けば圭の波形と同じである。

［注コ

　初期値（”o，”o）より出発する”一”面軌道をL16nardの方法によって作図し，軌道上

の各点に対応する時刻を

　　　　　　　　（8）
　　　　　　　　　　　　　　　θ　　λ＜1の時は¢AB＝　　　　　　　　　　　　　　・　　　（31）
　　　　　　　　　　　　ω01／1一λ2

！・・の時は1・・一∫如雀1

　　　　　　　　　　　”1へ

・・一・…　　　　　　　　　一・（32）

　　　　　または・。・一一∫巧B2、、。粘、。・”、　・・（・・）

　　　　　　　　　　　　　　圭。ん

によって求め，”を㈹で計算する方法によれば卓上計算機によってもリミットサイクルを求め

ることができるが，相当の日数を要し実用的とは云えない。ここで玄朋は軌道上のA点から

B点まで状態点が移動する時間であり，θは焦点FとA，Bを結ぶ線分FA，FBのなす角

（rad1an）である。（第23図参照）”1，”1は軌道上の点（”，”）の坐標を，結節点を原点とし

て測った値であって　　　　丘1＝立一ξ

　　　　　　　　　　　　　　φ1＝圭

なる関係がある。

　§8　結　　　び

（I）ここに紹介した水一空気系の自励振動は，偶然に発見したもので，その応用面は未開発

であるが，機械的可動部分が全くないのに生ずる，周期1秒前後，振幅3紡／α勉2前後の安定し

た間欠的圧力変化であり，しかも液体と気体を交互に噴出するので，洗樵装置や内燃機関の冷

却などに利用できる可能性がある。

（1皿）系を記述する方程式（3）（8）を求め，アナコンで解いてみると，実験結果とよく一致した解

sokyu
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が得られるので，（3）（8）は妥当なものと思われる。

（皿）　このタイプの振動は他にも例があると考えられるので，（3）（8）を　般化した式（1Φ①〉につい

て，そのpara㎜eterと安定性，周期，振幅ならびに波形との関係を明らかにする必要がある

が，未だ十分検討しておらず，今回は電子計算機による計算結果の一例を挙げたに過ぎない。
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