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ON　G＿VECTOR　BUNDLES　AND　INVARIANT
　　　　　　　　　　　　　　　　　　VECTOR　FIELDS

H1rom1ch1MATsUNAGA

（Rece1ved．September11．1973）

亙皿t亙O岨田C危五〇皿

　　The　ma1n　purpose　of　th1s　note1s　to　exh1b1t　an　isomorph1s㎜of　sem1－groups

between　the　equ1マa1ence　c1asses　of　G叩ector　bund1es　o∀er　a　G一皿an1fo1d－w1th

one　orb1t　type　and．son1e　c1asses　of　vector　bund1es　o▽er　the　orb1t　space．　The

art1c1e1s　a　contmuat1on　of　the　author’s　preced1ng　paper［4】．　In　which　the

a．uthor　has　proposed　a　too　restr1ct1▽e　cond1t1on，　1．e．　the　nornユa11zer　of　the

1sotropy　subgroup1s　the　d1rect　prod．uct，（C2）m§2of［4］。For　examp1e，1n

§4of　Chapter4フ［2］，80（〃），8σ（〃）＿act1ons　ha∀e　been　m∀est1gated．　In　these

cases，the　norma11zers　are　sem1＿d．1rect　prod－uctsフwh1ch　are　shown　m§1of

th1s　note．In　th1s　note　we　atta1n　to　some　k1nd　of∀ector　bund1es　o▽er　orb1t

spaces，caued．Z06α1亙一ηθozoブ肋〃伽，wh1ch　beha▽e　in　a　rather　d．1fferent皿amer

than　the　usua1H一▽ector　bund1es．We　treat1n　th1s　note　on1y　G一皿amfo1ds

w1th　one　orb1t　type｛or　a　smp11c1ty．We　cou1d　refom－u1ate　the　theorem2m

［4］m　a　sem1－d1rect　prod．uct　case，but　the▽er1f1cat1on1s　too1ong，and．so　we

w111omit1t．　Thus　th1s　note1s　a　theory　concernmg　f1ber　bund．1es　w1th　Lie

group　act1ons　of　one　orb1t　type．

　　In§2，we　reconstruct　the　characterizat1on　of　G一∀ector　bund1es　a1ong　the

11neofPart1，［6］。Apalroftrans1t1onfunct1ons1sobtamed。

　　§3conta1ns　a　proof　of　the　cont1nu1ty　of　themフand　the　ma1n　theorem1s

giマen．

　　In§4，we　ca1cu1ate　Grothendユeck　group　of1oca1H叩ector　bund．1es0Yer

spheres．

　　As　in胸フthe　mv－ar1ant　f1e1d．s　prob1e＝m1s　treated　in§5．　Tangent　bund1es

○マer　G－manifo1ds　are　typ1ca1exa㎜p1es　of　G叩ector　bund1es．　The　structure

of　thenユas　coord1nate　bund1es1s　ana11zedヲand　apP11ed　to　the　1nvest1gat1on　of

m∀ariant　f1e1d．s．　The　St1efe1man1fo1d－s　a　su1tab1e　exa皿p1e　for　a　concrete

ca1cu1ation．　In　th1s　sect1on　we　d1scuss　abo・ut　the　tota1space　of　a　Stiefe1

エna■n1fo1d　bund1e　oYer亀St1efe1n晒n1fo1d、
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且。Se㎜トai亙ect　p亙oa田枇s

　Cons1der　the　standard1mbedd．1ng80（π＿尾）＝ム×80（π一是）⊂80（〃），where

ム1s　the尾＿th　ident1ty　matr帆　Let　W（80（〃一尾））be　the　norma11zer　of80（〃＿尾）

in80（η）6nd　r（80（〃一是））be　the　quotient　group80（〃一是）＼1V（80（〃一尾））．We

ha∀e　the　extent1on80（η一冶）一今1V（80（〃一是））一今1「（80（〃一尾））。　For　a　g1∀en

（会ε）∈W（・・（π一1））・・・…t・・t・・…f蝸q・…1・島（・一1）・島

舳刈ト1）・（・一1）フ・・・・・・・…1・…f・・・…（奇9）∈・・（π一1い・…

・…t・H）∈・・（π一1）・・・・・…（を9）（会ε）一（会ε）（を呈〉

Then　for　each8∈80（〃一尾），8B＝B，hence，3＝O．Slm11ar1y　C＝0．By　the

・・1・ti・・（㍑一1一（ポ1ふ・）一（音抄・・・…五∈・（岬∈・（π一1）・

then！V（30（〃一尾））⊂0（是）×0（〃一居）。Thus

昧））一㈱岬））岬舳ド・、／（∴

…（ト1）入・・…t・・…〕・・・…π（㍑→・・・・・・・・・・・・・・・・・・…

r（30（〃一居））ニム×80（〃一居）＼W（80（〃＿居））＿一＞0（居）．Def1ne　a　ho㎜omorph1sm

1dentity　Inap　of0（尾）．　Thus　we　have

　Propos肘i⑪皿1．　丁加〃o〃肋伽ぴ1〉（80（π一尾））z5z30刎oゆんκzo　zんθ3θ榊z－6zκα

卯o伽6¢（ム×80（〃一尾））・（0（尾）×ム＿κ）。

　Nextフ1et！V（8し「（〃一尾））be　the　norma1izer　of　8～ブ（〃一尾）in8し「（〃）and　1「（8～ブ

（〃一尾））be　the　quot1ent　group．　Cons1d－er　the　extension8び（〃＿尾）　今！V（8σ

（〃一尾））一今τ1（3σ（π一尾））。As　in80case

　　W（・σ（・一1））一／（手2）∈σ（1）・び（・一1）；（・・t五）・（・・t・）一・1

　　　　　　　　　一←・「、、卜1剛Wい）！

…㎜・・（㍑→五・・・・…i・・・・・・…㎎π…σ（・一1）／岬（π一1））
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　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　　（det五）・1

→σ（尾），andA→　　　1

i
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gi∀es　a　section∫：び（尾）一→1V（8乙7（〃一尾））．

Thus　we　have

　Propos並豆o皿　2．　　Wθんαηθ　zんθ　ゐo〃z07クんづ5〃z

　　　　！V（8σ（〃一尾））；（ムX8σ（π一是））・（ひ（尾）×ム＿庇），α∫θ刎クー”κ6¢クグo6〃α．

　Remark．The　nor皿a11zer　of0（尾）in0（〃）1s　the　prod－uct　lV（0（〃一尾））；（ム×

0（〃一尾））・（0（尾）×ムーκ）．［4］。　S1ml1ar1y　we　ha∀e　lV（助（〃一是））；（ム×助（〃一尾））・

（助（尾）x1、＿κ）フd－irect　prod．uct、

2包　　Tra皿s並io皿　f岨皿ct豆o皿s

　SupPose　G　to　be　a　compact　L1e　group．Let〃be　a　r1ght　G一皿an1fo1d　with

one　orb1t　type（H）．Put〃亙＝｛”∈〃；G”＝H｝，then　we　have1somorph1sms

of　G－man1fo1d－s〃；払1×r（亙）（亙＼G）隻鳩×凧且）G，where　W（H）is　the　norm＿

a11zer　of月r1n　G　and．1□（H）＝H＼！V（正τ）．　For　each　G一∀ector　bund1e亙　　　＞

M・the　restr1ct1on亙1〃∬一→払71s　an1〉’（亘）一∀ector　bundleフand　we　ha∀e　an

1somorphism　of　sem1－groups

　　　　π暴）：yθαθ（ルZ亙×凧H）G）三Vθ6¢〃（一の（ルら），　§1　in　［4］．

S1nce〃∬／1「（17）　1s　a　d1fferent1ab1e　man1fo1d，　there　exists　an　open　co∀ering

U、∈1び。＝ルτ亙／1「（H）suchthat　eachσ包1s　contract1b1e　to　a　pomt”、mσ、for

each　z∈五　Thus　for　the　d．1fferent1ab1e　pr1ncipaユbund1e

　　（1）。。。1「（H）→〃’亙一一＞〃互／ノ「（亙），

we　ha∀e1「（H）＿equ1va1enesψ、　σら×r（H）≡≡≦〃亙1σ、。　For　any　lV（H）一vector

bundユe亙　　＞〃H，we　can　choose　1▽（亙〉一∀ector　bundユes五、一一与σ。×r（H）

with　E，1≡≡≡ψ許｛五1ψ、（σ。x1「（H））｝．　Us1ng　the　W（H）一equi∀anant　contract1on

σ、×1「（互）一→（”、）×r（H），weha▽eE。三σ、×（亙。！｛”、｝×1「（H））・sW（H）一

∀ector　bund．1e凱　ムetγ。be五、1｛”、｝×｛θ｝，θ1s　the　un1t　of　r（H），then　by　G．

Sega1亙、1｛”、｝×1「（H）皇V、（H）×∬W　as　lV（H）＿Yector　bund1e凱Denote　by2the

projection　　lV’（H）一二＞1「（1子），then　each　project1onカ、．V。×∬17（11）一＞1■（1ヲ）

1s　gwen　by（ηヲ〃）＿→。g（〃），and－we　get　an　isomorphism　of1V一（H）＿∀ector

bundユes
　　　　　　　　　　　　　　ψ｛
　　　　　　五1ψ、（σ、×r（亙））←σ、×（γら×∬1V（H））

　　　　　　　　　　↓　　　　　↓
　　　　　　　乎。（軌×r（亙））←一叫×r（H〉。
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　ψ71oψ乙（び、∩σ。）xγ包×H！V（H）→（σ、∩σ。）xV。×∬1V（H）1san1son1orphism

of　lV（H）一vector　bmd1es　We　put（ψ71・ψ。）（”，（η，〃））＝（”，G。も（”）（η，〃）），where

（η，π）＝（ηん，ん｝1〃）as　an　equ1▽a1ence　c1ass　for　eachη∈γ。，ん∈H，犯∈！V（H）。

Then　G1。　σ、∩σ1一一今Iso凧亙）（γ、×HlV（H），γ3×互1V（H））1s　cont1nuous　lmap，

whereムo凧H）（γ。×∬！V（H），γ、×∬W（H））1s　equ1pped　w1th　the　co二mpact　open

topo1ogy　Now　we　obta1n　the　fo11ow1ng

　　ProlPos揃⑪皿1、肋ブθα・んW（H）一η6肋ブみ伽6ゐ五一→〃亙，閉ん舳伽

　　　　θρ〃如α如〃oθ五三U炬1（σ乞×篶×∬1v（H））／（G力），ω加〃ω6ゐ〃oκ的／（G力）

　　　砺θクωガ〃9．

　Fro㎜the　co1皿mutat1∀1ty　of　the　I皿1ddユe　square　of　the　d1agran1

　　　　（σj∩σブ）×γε×亙！V（1＝｛）　ψ11oψづ＝G力　　（σ奇∩σブ）×アゴ×且1V（17）

五、伽（（叫。㍑×、（、））（〉。㌃）×、（珂卯ノ／　い

　　　　ク↓　／て（岬）㍗㍗（7叫）×「（瑚）

　ψ乞（（ひ乞∩σプ）×r（亙））　　　　　　　　　　　ψプ（（σ｛∩びゴ）×1「（H））

we　haマeク、・（ψ7㌧ψ。）＝（町1・ψ、）・ク、，henceク、（G。、（”）（η，〃））＝γ。己（”）9（〃），where（γ。、）

1s　the　set　of　trans1t1on　funct1ons　of　（1）

　For　another　jV（H）叩ector　bund．1e　E1＿一今ルら，1etψニニσ二x篶×∬1V（H）

一＞El　iψ二（び二×r（H））be1oca1tr1v1a11t1es．　Cons1d－er　an1somorph1snユof　lV（H）一

▽ector　bund1es　o▽er〃レ，グ・E＿→・亙1．For1somo理h1sms

（岬σ1）・γ庇・亙岬）ム・1伽（（岬σ1）。r（H）工＞到ψ1（（叫∩σ二）。

　　　ψ二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿
」r（H）←（σ仏∩ぴ二×y二x亙1V（H），Put（ψ二一1o∫◎ψ。）（巧（η，犯））＝（”，G危。（”）（ηフπ）），

then　G、、　　σ、∩ひ二÷＞1｝o凧亙）（V二×∬1ゾ（1＝1），　y二×∬1ゾ（11））are　continuous　nユaps

for　eacb　paユr（ち尾）．　By　def1n1t1on

（・）1二漱1；1；二311；ll㍑甘

　Con∀erse1y，1et　G1，and　Gふbe　transit1on　funct1ons　of　lV（H）一vector　bund］es

亙一→〃亙・・dE㌧→鳩…p・・t…1y，・・d・・pP…th・tth・・・…gi醐（ε危、）

which　fulf1u　the　cond－1t1on（＊）．Defme

　尻幻　：E⊃ψ。（（σ、∩σ二×1ろ×亙1▽（H））一一＞ψ二（（σ。∩σ二）×γ二×∬1V（11））

by尻1、（ψ、（”，（η，・）））＝ψ二（”，Gκ、（”）（η，・））・・叫∩σ二，th・…　叫∩叫∩σ二，

　み肋（ψ｛（”，（η，〃）））＝ψ二（”，G肋（工）（η，〃））＝ψ二（”，G庇ゴ（”）G力（”）（η，犯））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝尻幻（ψゴ（”，Gガ（z）（砂，〃）））。

By　the　dlef1n1t1on，ψ。（”，G。。（”）（η，〃））＝ψ、（”，（η，〃）），lhence、松、＝尻幻onび三∩o一∩
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Uj. Further the second term of the above equalities rs equal to 

op;(x, Gli(x)(v, n)) ~ hli(ipi(x, (v, n))), 

therefore, hki hlj on U~ n U; n Ui n Uj, and we obtain an isomorphism of 

N(H)-vector bundles f : E -> E thus we have 

Proposition 2 . Two N(H)-vector bundles (E, Gji) and (E/, Glk) are N(H)-

equivalent if and only if there exist continuous functions (Gki) which fulfill the 

condition (*). 

To proceed more, we put the following hypothesis 

(H) there exist continuous maps nJi : Ui n Uj -> N(H) with q(nji (x)) -

Tji(x) and nhj(x)nji (x) nki(x), nii (x) ~ e, the unit. 

We call (nji) a liLt of Tji)' For each (x, (v, n)) E (Ui n Uj) X Vi X HN(H), we 

have Gji(x)(v, n) (v/, nji (x)n) 'for some v/ E Vj. Vi is isomorphic to Vj as 

a vector space, so we can put v/ = gji(x)v and gji : Ui n Uj-> Iso (Vi, Vj). 

Since (Gkj) and (nkj) fulfill the property of transition functions, then the functions 

(gji) do except for the continuity. We discuss the continuity in the next section. 

Remark. Suppose N(H) to be a semi-direct product H'r(H), th~n r(H) 

is a subgroup of N(H), r(H) -- (e) ' r(H) C N(H), then nji(x) ~ (e) ' Tji(x) 

fulfill the hypothesis (H), where (Tji) is the set of transitions of (1). 

3 . The continuity of (9ji) 

In this section, we consider the case, N(H) = H'r(H), a semi-direct product. 

Let ki : ViXr(H) C Vi X H'r(H) -> Vi X HH'r(H) be the composition of 

the inclusion and the projection, where Vi is a vector space for each i. The 

map kt is a continuous injection and a fiberwise isornorphism of Vi-bundles 

over r(H), then it is an isomorphism of bundles. We can define an N(H)-

action on Vi X r(H) by (v, T)(h/p T/) _ (v ' I(T)h/, TT/), where (v, T) ~~ Vi X r(H), 

(h/, T/) E H'r(H) and I(T)h/ denotes Th/T~1. by the relation(v, (1(T)h/ ' Tl)) 

(v ' I(T)h/9 T/), ki is N(H)-equivariant. Since I X gji X Tji (1 X k~-1'(1 X Gji)' 

(1 X ki), gji : Ui n Uj -> Iso (Vi, Vj) is continuous for each (i, j). 

For h E H, (x, (v, hT)) E (Ui n Uj) XViXHH'r(Hl), 

c op (x (v hT)) = (x, (gji(x)v, Tji(x)hT)) 

= (x, (gji(x)v, I(Tji (x)(h)) ' Tji(x)T) 

= (x, (gji(x)v) ' I(Tji(x)(h)), Tji(x)T)' 

ipJl'ipi(x, (v, hT)) = op710opi(x, (vh T)) (x gJ,(x)(vh) TJ'(x)T) 

then we have 
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(2) . . . gji(x)(vh) = {gji(x)(v)}1(Tji(x))(h). 

Thus we get 

Proposition I . S . Suppose N(H) to be a semi-direct product H'r(H), then 

for any N(H)-vector bundle E -> MH, E - [U U. X V. X HH'r(H)]/(g" T")' 

' " j'' J' iel 
Let (Tlk) be another set of transition functions of the principal bundle MH -> 

MH/r(H), and (~lk) be the equivalenc~ between (Tii) and (Tlk)' For another 

N(H)-vector bundle E/ - [ U U~ X V~ X HH'r(H)/(glk' Tlh)' Gli in S 2 can be 
k~K 

represented as (ip~-lofo ipi)(x, (v, hT)) = (x, g~ki(x)(v), 7ki(x)hT)' 

We can check that gk. U n U L> Iso (Vi. V~) is continuous for each k, 

i9 and the relations 

g~ki(x)(vh) - {gki(x)(v)}1(T~ki(x))(h), (*S)fl g~hJ(x)g.ii(x) = ~ki(x), 

L glk(x)g~kj(x) = ~glj(x). 

From the proposition 2, we have 

Proposition 2 . S . Two N(H)-vector bundles (E, gji9 Tji) and (E/, glh' Ttk) 

are equivalent if and only if there exist continuous functions g~ki : U:~ n Ui -> 

Iso (Vi, V~) with the property (*S). 

Let VeAct HT (MH/r(H)) be the family of vector bundles E wrth the property 

that for any contractible _ open covering MH/r(H) = U Ui and transition 
iel 

functions Tji : Ui n Uj -~> r(H) of (1), there are local trivialities ~t : ~ J Ui -

Ui X Vi which fulfill the next conditions 

(i) each Vi is an H-module, 

(ii) define gji by ip;rloipi(x, v) = (x, gji(x)(v)), then gji : Ui n Uj -> Iso 

(Vi, Vj) is continuous and satisfies the relation gji(x)(vh) - {gji(x)(v)} 

I (T ji(x))(h). 

We call each element of VeAct Hr (MH/r(H)) a local. H-vector bundle and 

denote by (E gJ,, TJ,), or U . U. X V./(g" T ")' 
* ' * J', J' 

Definition l. Two local H-vector bundles (E, gji, Tji), (E/, glk' Tlk) are related 

if and only if there exist (g~ki) with the property (*S). 

We can verify that the relation in the definition is an equivalence relation. 

For each local H-vector bundle U iUi X Vil(gji, Tji), define 

Ui X Vi X HN(H) E~ (x, (v, n)) - (x, (gji(x)(v)), Tji(x)n) E UjXVjXHN(H), 

then 

(x, vh, n) (x, (gji(x)(vh), Tji(x)n)) - (x, gji(x)(v)9 I(Tji(x))(h) ' Tj~(x)n) 

= (x; gji(x)(v), Tji(x)hn) (x, (hn)), 
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and so the above gives an equivalence relation in U i Ui X Vi X HN(H). . The 

quotient U i Ui X Vi X HN(HDl(gji, Tji) is an N(H)-vector bundle over MH which 

we denote by ~~)(E), where E - Ui Ui X Vi/(g,.i, Tji). Conversely each N(H)-

vector bundle E = U i Ui X Vi X HN(H)1(gji, Tji) gives a local H-vector bundle 

U i Ui X: Vil(gji, Tji), which we denote by 7r(*2)(E). By Definition I and Pro-

position 2. S, if E i.s equivalent to E as N(H)-vector bundle, then ~(*2)(E) is 

related to 7r(*2)(E/), also if E is related to E/, then 7T(*2)(E) is equivalent to 7r,*2) 

(E/). We denote by Vect HT (MH/r(H)) the semi-group of equivalence classes 

of local H-vector bundles. The above consideration yields 

Theorem. If N(H) = H.r(H), then 
7r(*2) : VectN(H) (MH) -> Vect HT (MH/r(H)) 

rs an rsomorphism of semi-groups. 

Denoting 7T(1) . ~r(*2) by 7r*, we have 

Corollary. If N(H) = H.r(H), then 

7t* : VectG (M) - Vect Hr (M/G). 

4 . Local H-vector bundles over spheres 

Let Tji : S~ n Sf -> r (H) be transition functions of a principal bundle 

r(H) -> p -> S", where i, j - 1, 2 and S~, S~ is the upper, the lower hemi-

sphere respestively. For any local H-vector bundle E E Vect Hr (S"), we can 

choose H-modules V1' V2 and local trivialities opi : S~ X V; -> E I S~, i = l, 2. 

The transif.ion function gl2 : S~ n S~ - S"-1 L> Iso (Vl' V2) satisfies the relation 

gl2 (x)(vh) = {gl2(x)(v)} I (T12(x))(h) for v ~ Vl' h E H, see S 3. Let T12(xo) ~ 

To' gl2(xo) = go for a base point xo E S"-1. We can choose T~ji' g~ji, g;･i, especially 

T12(x) = T12(x) To 1, to obtain 

gj2(x)(vh) = gl2(x) g~l(vh) - gl2(x) {(g21(xo)(v)) I (T21(xo))} 

{gl (x)g21(xo)(v)} I (TI (x) T21(xo))(h) = {g;2(x)(v)} I (T12(x))(h) 

g;1(x)(vh) - gog21(x)(vh) = go{(g21(x)(v)) I (T21(x))(h)} 

= {gog21(x)(v)} I (TO T21(x))(h) - (g;1(x)(v)) I (T;1(x))(h), 

hence (S X V, , gj,, TJ', i, j = l, 2) is also a local H-vector bundle, which is 

related to the original one. Now T;2(xo) ~ e E r(H), the unit, g{2(xo) = the 

identity map of Vl = V2 as vector spaces. We denote by h(i) (E H, H-actions 

on Vi, i - 1, 2, then 

v 'h(1) _ gl2(xo)(v'h(1)) _ {gl2(xo)(v)} I (T;2(xo))(h(2)) = v 'h(2) hence V V as 

an H-rrLodule. There alre tWQ distinct cases. 
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　Case〃≧2。γ12（8れ一1）⊂ηo，the　connected　component　of　the　unitθof　r（H）。

For　exa血p1e，1et　G＝8F（π），H＝8F（π一尾），as　in§12where　F＝0orび；

thenr「o＝8F（居）×ム＿花⊂1［：＝＝亙（居）xム＿花，andtlheactionofr「obytheconjugation

istrma1，hence伽砿且・（8犯）＝吻伽（8肌）。

　Ca．se〃＝1、

　　　　　　　　　　　　〈と　L㊧㎜風晦¢亙1（81）＝Hτ，伽∫舳一gブ・妙oハ・・肋・ゆ脇解・Zα㈱・ヅγ1。（一1）

づ〃ηαブクαπ彦　1チー〃多o6泌Zθ3．

　Proo£　For　al1y　1oca1H＿▽ector　bundユe亙∈乃砿〆（81）2we　can　choose　a■

norma1form　snch　thatγ12・8o一→一r（H）satis丘esγ12（十1）＝θ，γ12（一1）＝γo

∈1「（1ヲ「），and　g12（十1）＝the　ident1ty　map　of　y；　912（一1）＝G∈ムo（y；γ）。

Def1ne8：y6砿皿τ（31）一一＞Hγo　by8（亙）＝8（3圭×y　U湧×γ）＝〔η∈Hγo，the

isomo㎎his㎜c1ass　ofγ。For　another　ch01ce　of　g三2（一1）＝G’，1et

　颪1＝g11＝θ、星2＝G」1G，　喜12＝g12，易1＝G’一1Gg21＝G’・12　then（1；1；g’，γ）　is

re1atedtO（巧9，γ）。

　Con∀erse1y，for　any［η∈Hγ0，we　ha∀e　an1som，orph1sm　of　H＿moau1es　G：

y一一＞W・。Letg1。＝G，then（γ9、。，γ、。）∈伽乏且γ。（8’）。IfAlγ一今γis

an　isonユorph1sm　of17＿modu1es，then　sett1ng　g三2＝AGA・1，（γ㌧g壬2ヲγ12）1s　re1ated

to　（γ2912，γ12）。　In　fact　it　is　enough　to　define

　　星。（”）＝λ，凄。。（”）＝AG，ξ。、（”）＝んg．1（”），亘。。（”）＝λ。

Thus　the　in∀erse　T．H7一＞γθ6㌦τo（81）is　def1ned　a．nd　8◎T＝tlhe　identity

㎜ap　of　Hτ02To8＝the1dent並y　map　ofγ励〆o（81）．　Hence　we　pro∀ed　the

1e㎜㎜a

　For　exa＝mp1e，suppose　thatγ1280一→10（尾）sat1sfiesγ12（十1）＝ム，the三denti蚊
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1
 

1
 
au ~al2 " ' ~al n-h 

-a21 a2 ~_h a22 " ' 

-an-h I a~_k 2 a~_k ~_k . 

J (cos el sin el) 
Hence, by the action of T12(~1), the standard maximal torus Diag 

(~sin Ol cos Ol ' 
{( cos Ol sin el) (cos Ol ~sin el)} 

is transformed into Diag 
-sin Ol cos O1 ' " " " " sin el cos Ol 

(cos Ol ~sin el~t where n-k - 21+1 or 21 It is well known that 

~sin el cos e J " ' ' 
R(T) Z[c~l' al l, a Ct~l] R(SO(21+1) - Z[~l ~-1] 

1 . _ , . (cos Oj -sin OJ) R(SO(21)) Z[~ ~l-1, ~~, ~l J/(~,) where a ' . 

' ' " 3 sin Oj cos Oj _ , 1, . . . , al9 afl] is the k-th elementary symmetric J> exp 27ri Oj, ~k ak [al al 
'(1) function, and ~* ' _"' '(1) I o, [3]. Since(al)ro - C~l ' '(1)~ ~i(1)' ~' ,(1) +1 a _ i(1) ' ' ' ~i'(1)' Io _ *(1) "' 

(ak)ro - ak for k 2, . . . , l, then (~h)To ~ and (~l+)r ~ ~+' thus for complex 

vector bundles the lemma yields 

Proposution 3 . K(Vectso(21)ro ' ' ' ~l] ~ R(SO(21)). o S1) _ ,Z[~l, , 

5 . Tangent bundles and invariant vector fields 

At first we give a formula about the tangent bundle of a G-manifold with 

one orbit type (H), and some propositions. We apply them to investigate the 

existence of nowhere vanishing invariant vector fields on these manifolds. 

Let M be a right G-manifold with one orbit type (H). Then the principal 

bundle of the fiber bundle ~ : H¥G -> M -> M/G is r(H) -L> MH 

{x E M, G. = H} -> M/G, and we have the isomorphism M - MH X r(H) 

(H¥G). Choosing a G-invariant Riemannian metric, as a G-vector bundle; 

T(M) - 7r*(T(M)) e) MHXr(H)T(H¥G), where 7r* denotes the induced bundle 

and T(N) does the tangent bundle of N. The second term of the above right 

hand side is the fiber bundle along the fibers 

^ ~ : R" -> MH X r(H)T(H¥G) -> MH X r(H)(H¥G). 

Since MH - M X (H¥N(H)) C MHXr(H)(H¥G), {MHXr(H)T(H¥G)} j MH X H r(H) 
r(H)r(H) = MH X r(H){T(H¥G) I r(H)}, where I denotes the restriction. From 

the semi-direct product assumption, r(H) is a subgroup of N(H). H¥G is a 

right G-manifold and so a right r(H)-manifold. For the right N(H)-vector 

bundle T(H¥G) I r(H) -L> r(H), we obtain the equalities 
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　　亙：τ（H＼G）げ（〃）；丁例（H＼G）×且1〉’（H），151，

　　　　　　　　　　　　　　＝丁側（H＼G）×κH1ダ（H），

　　　　　　　　　　　　　　：τ例（正へG）×ダ（H）。see是。i皿§3．

　On　the　other　h盈nd2H＼G　is　a1eftグ（H）一㎜a．nifo1d．Consider　the　co卿position

of　the　1eft　1□（H）一act1on　and　the　iso一皿一〇rph1sn1　F　aboマe，

　　r（H）×｛丁卿（H＼G）｝一＞T（H＼G）1グ（H）一一一＞τ例（H＼G）×r（珂，

theneach（γ，η）∈1「（H）x｛T｛別（H＼G）｝yie1dstheunique’ω∈丁例（H＼G）

such　that亙（γ1η）＝（ω，γ）。Def1ne∫ニグ（H）→Aut｛丁卿（H＼G）｝byω＝

グ（γ）⑧η，thenグ1s　aI　representa．t1on．　In　fact

　　（1）γη＝｛∫（γ）η｝γ

　　（2）　（γ1γ）η＝　｛∫（γ1γ）砂｝（γ1γ）

　　（3）　γ1｛∫（γ）η｝　＝　｛ノ「（γ1）［∫（γ）η〕｝γ1

　　（4）　｛γ！に∫（γ）η］｝γ＝｛ノ「（γ1）［∫（γ）η］｝γ1γ，by（3）フ

then　fron1（1），

　　γ1γη＝γ1｛［グ（γ）η］・γ｝　＝｛γ1τ∫（γ）η］｝④γ＝｛∫（γ1）∫（γ）η｝γ1γ，by（4）

　　　　　　　　　　　　　　＝｛∫（γ1γ）η｝（γ1γ）by（1），

hence　∫（γ1γ）＝グ（γ1）∫（γ）．　　E∀1dent1y　∫（6）＝the　ident1ty　n工ap，　thus　∫　is　a－

representat1on国

　Now　we　attend　to　the　1oca1H＿▽ector　bund1e　π＊（審1ルら）、　Let（γ、、）be

transit1on　fmct1ons　of　the　pmc1pa1bund1e1「（H）一→”亙一→”／G．We

W・ntt・d・t・min・t・・n・・t・・nfun・t・㎝・（9，。）・f脇×噸）｛τ（H＼G）げ（H）｝一→

〃亙、see§§2and3．　As　a　r1ght！V（H）一▽ector　bund1e　0Yerσ、×r（H）2we

ha▽e　isomorph1s1皿s

　　9（一）　叫×丁例（H＼G）×r（H）一今｛叫×r（H）｝×r（亙）｛T〈H＼G）l　r（H）｝，

wh1ch1s　obtained　from　F－1abo▽e，exp11c1t1y，for　the　composition

　　　〈　　　　　　　　　　　　　　　　　　仰　　（魯1帖）1仏（0；∩しろ・Xノ「（H））←一一｛σ；∩σブ×1「（H）｝Xr（且）

　　　　　　　　　　　　　　　（｛）
　　　　｛T（H＼G）11・（H）｝8　q∩巧×T｛別（H＼G）×r（H）

　　＝（魯岬、）1ψプ（叫∩q・r（H））ム慨∩叫・r（H）／X、、、、

　　　　　　　　　　　　　　9（3）
　　　　｛T（H＼G）l　r（H）｝ぐ　一叫∩σ3×T｛別（H＼G）×グ（〃），

　　｛ψノOg（ゴ）｝’1｛ψ｛9（f）｝（”，η，γ）二（9（ゴ））■1（ψ710ψ｛）（”，γ、∫（γ・1）η）

　　　　　　　　　　　　　　　　・＝・（9（ゴ））一（”，γ力（”）γフグ（γ＾1）η）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝（エフ∫（γ力））ア（γ一1）η，γ力（”）γ）

　　　　　　　　　　　　　　　　＝（”ヲ∫（γゴニ（”））ηタγ力（”）γ），

lhence　g3。（”）＝グ（γフ。（”）），th鵬we　ob施in

　P亙⑰p⑪s湖⑪皿4。丁加π＊一伽螂o〃加肋gθ肋肋π励α肋9伽獅舳細g加肋
的U‘びδ×T｛別（H＼G）／（グ（γ力），γゴ乞）。
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　Def1n1t1on2，［4］．LetGbeaco1皿pactL1egroup．Aマectorf1e1dXona
G＿man1fo1dルτ1s　ca11ed　G＿z〃ηαブzα〃z1f1t　sat1sf1es　the　equa1ity

　　（ゐ）”X、：X、σfor　a11”⊂〃and　g∈G．

We　have　a1ready　prepared　the　next　propos1t1ons1n［41．

　Pr〇四〇s湖⑪皿5，AGL舳刎グ・〃〃α伽・なαG一・〃η舳肋ηθ・z・ブ伽〃伽肋・〃

・加9・Zαブ肋ωゲ伽∂・・Zyぴ伽肋9刎6㈱肋丁（〃）・∫〃尻α∫αG一η・・肋

6洲肋、伽・妙・・肋・・T（〃）二E①θ1，ω加κ〃・αG一吻・ブみ・・6Zθα〃θ1

北伽卯o励αG一伽θ肋π荻oηθブ〃。

P・⑪皿⑪鮒⑪皿6。〃Xろθ〃・吻プ〃6・・αび〃α伽〃〃α〃／ψ、｝加

加o吻勿ブ舳θ炊gブoψoグ肋郷グo舳励o〃39θ〃θブ肋ゴ妙X．Tんθ〃X加α

G一伽α肋〃ゲα〃・吻ゲ9ぺψ、＝ψ、・g伽刎い∈Rα〃g∈G．
　Cons1der　the　standard　1皿bedd．mgσ（！V）⊂80（21V），wh1ch1s　g1v’en　byλ十

・H（ポ碧）・・・・…t…fσ（亙）・・・…（・…淋・・1・・・・・・…

nowhere▽an1shmg▽ector　f1e1d　on　the　sphere82ハ■］⊂Cw，the　comp1ex　N－space．

We　ca11th1s　f1e1d　the　canon1cal　f1e1d．

　C⑪r⑪uary⑰fPr⑪理⑪s撒㎝6。丁加6α〃o・伽1τω・ブカ〃oπ伽ψ舳82π一’

北伽αブ6棚㈱伽〃0ブ肋090伽Zα励0π0∫α00肌クα0㍑0舳θ6〃ム加9ブ0妙づア

α〃0吻ゲ伽α〃0〃ゐα00妙Zθ”〃〃伽〃α0肋〃。
・1・州妙・l1・一（さ岩）∈・・（・州・・・・・・・・・・・・・・・…1・・・…f

the　center⑥of　σ（！V）．　Let　exp2π〃＝α十肋，then

（さ岩）（鵠芸鵠一隻）一（詰‡鍔二鰺‡諾）フ

（鵠言鏡一三）（ぎ岩）一（彦云；三ε㌫駕）・

hence　みB＝一ろC，一ろA＝一ろ1プ，thus　C＝一B，D；A，and－so　G∈0「（！V）⊂

80（2！V）and　tbe　corouary1s　pro▽edl．

　Next　as　an　examp1e　we　choose　the　rea1．St1efe1man1fo1d．30（〃一尾）＼80（π）＝

γ、，κ。　Denote　by　W一κthe　standard　re盆1representation　space　of80（〃一居），

then　we　have

P醐皿⑪s湖⑪皿7．

　T（80（〃一尾）＼80（〃））＝①γ卜比×80（、＿κ）80（刎）θRκ（ト1）×（80（〃一是）＼80（〃））．

　　　　　　　　　　κ
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　C⑪醐u飢y　⑪f趾⑪p⑪s湖⑪蛆魯5　鋼岨7，　0κ　砺θ80（〃）一榊α仰弛〃80（〃一是）＼

80（〃）2砺ぴθω細力砿尾（居一1）／2－1加如〃妙加6砂肋ゐ肋加η鮒加砺力61ゐ。

　Proof　of　Proposition7．

　Since　τ（80（〃一是）＼80（〃））三丁｛80（肌＿比）1（80（η一居）＼80（〃））×80（肌＿比）80（〃），　it　is

suff1c1ent　to　determ1ne　t1he1sotropy　representat1on80（π＿尾）一十＞Aut｛τ｛80（、＿比）｝

（80（η一是）＼80（〃））｝　It1s　known　that

　　T｛、1（80（η））；㎜吊（R，〃），skew　syInmetr1c〃X〃一蛆atricesフ

　　　　　　　　　；Rη■1①R卜2①。。、㊥R’；五π（π一1）／2…　∀・・t…p…，

　　T｛、｝（80（〃））≧T｛旧1（80（〃＿是））①T｛80（、＿虎）一（80（〃一尾）＼80（〃））。

Let”‘、be　a　coordmate　syste㎜of〃×η＿matr1ces㎜刎（R）and　defineτ｛、エ（80（〃））

一＞卿～、（R）　by　X、一一＞（X（”、、））。　Let　g，　be　a　▽ar1abユe　1n　a．　ne1ghborhood　of

the　un1t1n80（〃）。S1nce　we　ha▽e　concemed　w1th　the　r1ght　act1on，

　　（6RgX、）（”fゴ）＝X、（エゴゴR、）＝X、（巧（919））二X、（2、”ε、（91）τ肋（9））

　　　　　　　　　＝■比X；（”脈）工止j（9）、

　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　　　　1
and　so　for　each　g＝　　　　　　　　　　　　∈80（π一尾）⊂80（κ），the　isotropy
　　　　　　　　　　　　　　9κ十11．o田gκ十1η

　　　　　　　　　　　　　　9π1　　o④。9η犯

representation　is　given　by

○ツ12y1。・④。y1κ：y1κ十1

　0ツ。。“・

　　　　　○ツた＿1此ツた＿1ん十1

　　　　　　　0　ツ肋。1

…　ツ1、、　　1

　　　　　　○

い・ツト1，　　　　1

川01y徐η　　　　　　　　9一κ十11川09κ十1η

○ツ、一1，

　　Og肌1川⑤g仰犯
which　is　equa1to｛（尾一1）θG）ρ、、κ｝①｛（尾一2）θ①ρ、＿比｝（D1川㊥ρ犯＿、＝｛尾（尾一1）／

2｝θ①居ρトゐ，whereθ1s　the　one　d1mens1ona1triv蝸1representat1on　andρ、＿虎1s

the　standard　one．Thus　we　prov－ed　the　proposition．

　Now　since1「（80（クz一冶））＝0（是）⊂！V（80（〃一尾））⊂80（〃），frorn－the　principa1

　　bund1e　o（居）一十＞o（居十ブ）一二＞o（尾十ブ）／o（居）＝γゐ机、，

we　obtain　an　assoc1ated　bund．1e

　　80（ト尾）＼80（π）→0（尾十ブ）・。、ス）［80（。一尾）＼80（犯）1ムγ虎十れ仰

The　tota1space　is　an80（η）一㎜amfo1d　with　one　orbit　type（80（〃一尾））多（Propos1tion

4．1ヲ［21）。We　denote　byγ、、，、the　tota1space，By　Propos1tion7，we　h帥e

　　T（γη．κ．、）＝0（尾十ブ）×o（、）｛R庇（ト1）／2×（80（η一是）＼80（犯）｝㊥

　　　　　　　　　0（居十ブ）×o（κ）｛①κW・虎×80（刎．κ）80（勿）｝㊥ク＊τ（γ、十、、）。
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By W. A. Sutherland, [7], Vk+',' is parallelizable whenever r is greater than 

1. Thus ~,k,. admits at least dim Vk+',' r(r+2k-1)/2-linearly independent 

invariant fields. Now we recall the representation f in Proposition 4. Since 

Tv - {f(T)v}T' then f(T)v - TvT~1. In the case of our example, for A E O(k), 

( c~ ~~ AO a ~ tA O Ac~tA A~ ( )( )( .)~( ptA O~ ) ¥ ~ o',) E ~Jt'(R, n), O I~_k ~ o~ O I~_k 

Thus V~ , . admrts at least r(r+2k - 1)/2-linearly independent invariant fields 

Remark. The homomorphism Tf'}(SO(n)) -> ~Jt~(R) defined above is the 

restriction of the isomorphism in S 3 of Chapter 4, [1], which is an isomorphism 

between the Lie algebra of GL(n., C) and ~0?:~(C), the Lie algebra of all n x n-

matrices of complex entries 
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