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プロペラ誘導速度の計算法

（主として周方向成分につレ）て）

坂　　尾 稔＊

　　　　　　　　　　N征1noru　SAKA0

A　Ca1cu1at1on　Method　of　Prope11er1nduced　Ve1oc1ty

　　（On　the　C1rcumferent1a1Component　mam1y）

1．まえがき

　静止流体中を回転しながら軸方向に一定速度で前進す

るプロベラの誘導速度は翼に束縛される吹出しと渦及び

流体中に流出する自由渦による誘導速度から成るが，本

論ではこれらの中で支配的な束縛渦及び自由渦による誘

導速度の周方向成分の計算法について主として考察す

る。自由渦による誘導速度は流体中における自由渦の位

置により変化する。例えばウォーター・ジェット推進装

置ではダクトに流入した水はダクト内に装備されたイン

ペラーにより加圧されてノズノレから高速で噴出するの

で，インペラーから流出する自由渦はその位置がダクト

の形状で変わってくる。普通の場合ノズノレ部ではダクト

断面が絞られるのでインペラーから流出した自由渦はノ

ズル部ではかなり軸中心の方向にその位置が移動する。

通常のプロペラの場合でもプロペラから流出する自由渦

はプロペラ誘導速度の半径方向成分のためにプロペラ後

坊では若干その位置が軸中心の方へずれるのが普通であ

り，負荷の大きいプロペラ程ずれ方は大きくなる。した

がってこのような場合は誘導速度の計算に当たっては白

由渦の位置を考慮に入れる必要がある。本論ではまず自

由渦分布面の半径が場所により変化する場合についてビ

オーサバーノレの法則を用いて誘導速度計算式を定式化す

季。次いでこれを用いて最も基本的な，自由渦分布面の

半径が一定で軸方向に変化しない場合について周方向の

誘導速度成分の計算法について具体的に検討を加える。

高木1）は白由渦分布面の半径が一定の場合についてビオ

ーサハーノレの法則を用いて誘導速度の周方向成分の計算
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を試みているが，その最終の計算式はベッセル関数を含

む被積分関数の無限積分の形となっており，この高木の

計算式では誘導速度の性質が分かりにくく，また数値計

算に対しても不便である。本論で求めた最終の計算式は

第　種，第二種楕円積分のみで表されておるので分かり

やすく，数値計算にも便利と思う。なお本論では計算に

当たって次に示す流カモデルを用いることにより記述の

簡単化をはかったが，このような流カモデルを採用して

も誘導速度の計算法としての一般性を失うものではな

い。

（1）プロペラ翼数は無限大とする。（2）プロペラ・ボスの半

径はOとする。（3）束縛渦の密度は半径方向に一定とする。

したがって白由渦はプロペラ翼先端とプロペラ軸中心の

みから流出する。（4）プロペラ翼先端から流出する自由渦

のピッチは軸方向に一定とする。

　なお本論で使用する主な記号の説明は末尾にまとめて

示す。

2　ビオーサバールの法則によるプロペラ誘導

速度計算式の定式化

　本論においては付図に示す円筒座標を用いる。プロペ

ラはツー2面内にあり流速〃の一様流れの中でκ軸のま

わりに角速度Jで回転するものとする。またプロペラに

束縛される束縛渦糸要素の座標を（o，〆，θ’）で表し，ま

たプロペラ翼先端から流出する自由渦糸要素の座標を

（κ”，〆1，θ”）で表す。また前述のようにこの自由渦分布

面の半径ダ’は一般にπ”の関数にして事前に与えられ

るものとする。
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ブロペラ回転γ
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プロペラ誘導速度の計算法

y

θ’

　　　　　＼　　　　　　θ

（O，。1，θ・）　＼　　・

　　東縛渦

0

Sinθ”，Qら：7COSθ一γ”COSθ”。またQp2＝（π一κ”）2＋

72＋プ”L27〆’cos（θ一θ”）。したがって翼先端渦糸要素

による誘導速度のκ，ツ，2成分は（1）より次のように表

される。

　　Q（x，。r｝，θ）

R　　】　　　　　　　　翼先端自由渦

！「二
　　＼自由渦分布面

付図　座　　標　　系

　21プロペラ翼先端自由渦による誘導速度

　プロペラ翼先端白由渦による誘導速度のπ，プ，θ方向成

夫を夫々W五，Wみ，〃島で表す。束縛渦の密度をγρと

すれば一本の自由渦糸上の点Q（κ”，〆’，θ”）における渦

要素によって点P（π，7，θ）に誘起される誘導速度ベクト

ノレはビオーサバールの法則により次式で与えられる。

　　　　　　　　　　η　　　→一→　　　　　62W芸＝　　＿　（お×QP）　　　　　（1）
　　　　　　　　　4πQP

　ただし

　　　W芸　：翼先端自由渦による誘導速度ベクトノレ

　　　γヵ　：翼先端白由渦の密度

　　　6s　：自由渦糸要素の長さのベクトル

　　　→　　　QP　：位置ベクトノレ

　　　QP　：点Qと点Pの間の距離

　　　×　　：ベクトルの外積を示す

図1のπ，ツ，2軸は左手糸の座標軸であるからゐ×QPは

次式で与えられる。

　→　　→　　　　　　　一」〉　→　　　→　一一一÷
dS×QP＝一i（科賜一お、Q巧）

　　　　　　十j（屯Q呉一お、Q具）

　　　　　　一k（6S工Q弓一d㌻Q呉）

ただし上式のサフイツクスκ，ツ，2は夫々π，ツ，2

軸成分を表している。またi，j，kはκ，ツ，2軸方向の

単位ベクトノレである。さて次の関係が成立する。κ”＝ゐ

（θ”一θ■）〃”＝〆’Sinθ”，2”＝プ”COSθ”。ただしゐは自由

　　　　　　　　　　　　　→渦のピッチであるρしたがってゐの成分は次式で表され

る。

一‘一〉　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一一〉

4S五：伽”＝ゐ∂θ”，　6Sツニめ〆’二〃”sinθ”十〆’cosθ”

　　→　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→
∂θ”，硲＝d2”＝∂γ”ρoSθ”一〆’Sinθ”♂θ”。同様にQPの

　　　　　　　　　　一一一〉　　　　　　　　　　一一一÷
成分は次のようになる。Q呉＝π一〆’，Q弓：γSinト〆’

　　　　η62W美：　〃
　　　　4π

　　｛7”2一プ7”COS（θ一θ”）｝∂θ”十7Sin（θ一θ”）ゴγ”

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　｛（κ一κ”）2＋〆十〆’2－2〃”cos（θ一θ”）｝3／2

　　　　η乃
∂2Wム■　〃
　　　　4π
／。CO。θ一〆・。。。”・十。・仁κ。mθ・／〃」仁κ。OSθ・・〃・

　　　　　　　　　　乃　　　　　　　　ゐ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

｛（仁〆’）2＋γ2＋〆’2－2〃”cos（θ一θ”）／・1・

　　　　ηん
♂2W臭一　〃
　　　　4π

／一γ・・θ・ジ・・グ・〆デ…グW＋㌣・・附

　　　　｛（κ一κ”）2＋〆十プ”2－2〃”cos（θ一θ”）｝3’2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

62W島＝∂2Wムcosθ一∂2W五sinθであるから（3），（4）より

ゴ2W島は次式で表される。

　　　　ηん　　　　　　　　　　1
〃卜　　〃　　　　4π　／（π一κ”）2＋・2＋〆L2γプ”…（θ一θ”）／312

　　×［／。一〆・。。。（θ一θ・）十〆・κ一κSm（θ・一θ）／ゴθ・

　　　　　　　　　　　　　　ゐ

　　　　ザκ。。。（トθ・）〃・1　　　　　（5）
　　　　　ゐ

同様にゴ2Wムは次のようになる。

　　　　η〃　　　　　　　　　　1
〃尖‘　〃　　　　4π　　｛（κ一κ”）2＋〆2＋〆’2－2〃”cos（θ一θ”）｝312

　　×［／γ・。m（”」θ）十〆・ガκ。。。（θ一θ・）／〃・

　　　　　　　　　　　　ゐ

　　　十κ一κs1n（”・一θ）6〆・］　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　　〃

前述のように〆’はπ”の関数である。しかるに””＝ん（θ”

　　　　　　　　　　　　　〃”一θ1）の関係があるから∂〆’＝　、∂θ”である。したがっ
　　　　　　　　　　　　　∂θ’
て（2），（5），（6）よりW五，W島，W兵は次式で表される。

・叶／：刈二

∂θ”

　｛（π一π”）2＋γ2＋γ”2－2γ7”cos（θ一θ”）｝3∫2

　　　　　　　　　　　　〃”．×｛プ”2一γ7”cos（θ一θ”）十7　　，s1n（θ一θ”）｝　　　（7）

　　　　　　　　　　　　ゴθ1

・Hl／：刈二



♂θ”
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｛（π一π”）2＋〆十7”2－27〆’cos（θ一θ”）｝312

×／γ一〆・。。S（θ一θ・）一〆・κ一κSm（θ一θ・）

　　　　　　　　　　　　ん

　π一κ”　∂7”　一　　　　　　＝π7cos（θ一θ”）｝　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

　　ん　　♂θ’

咋子隻／：：刈；

6θ”

　｛（κ一π”）2＋γ2＋プ”2－2〃”cos（θ一θ”）｝312

X｛一γ〃Sm（θ一θ〃）十7〃κ一κCOS（θ一θ〃）

　　　　　　　　　　　ん

　　π一π”　♂γ”　．

1ん万棚（卜州　　　　　（9）

ただし（7），（8），（9）におけるκ”はκ”＝庇（θ”一θ’）である◎

　22軸中心自由渦による誘導速度

　軸中心白由渦による誘導速度のκ，7，θ成分を夫々

w美，w美，w島で示すと，これらはビオーサバーノレの法

則より次式で与えられる。

　23　自由渦による誘導速度

　自由渦による誘導速度は翼先端自由渦と軸中心自由渦

の誘導速度の和でありこれのκ，γ，θ成分をwか

w介，w乃で夫々表すものとすれば，これらは次式で与

えられる。

㌃二：二㍑＝叫　　　／（11）

　2．4束縛渦による誘導速度

　束縛渦による誘導速度のπ，γ，θ成分を夫々wδ、，

Wろ、，W5θで表す。束縛渦糸上の点Q（o，〆，θ1）におけ

る渦要素によってP（π，7，θ）に誘起される誘導速度の求

め方は2．1で示した方法と同様で（1）で与えられる。この
　　　一i÷　　　　　一一→一　　　　　　　　　　→　　　　　　　　　　　　一一一今
場合はゐ、＝0・碍：∂〆Sin”，ゐ、＝〃’COSθ’，Q島：π，

Q弓＝γSinθ一〆Sinθ1・　（～ら；7COSθ一〆ρOSθ1・　Qp2：π2

＋γ2＋〆2－2γ〆cos（θ一θ’）であるから渦糸要素による

誘導速度の箏7，θ成分♂2〃伽，♂2W5、，”W5θは次の

ようになる。
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　　　ηγ　　　　　　　　　　　　Sin（θ一θ’）

∂2W加　∂θ’　　　　　　　　〃’　　　4π　／π2＋プ2＋〆2－2γ〆…（θ一θ’）／312

　　　　仰　　　　Sin（θ一θ’）
62W5、＝一一∂θ’　　　　　　　　〃’　　　　4π　　｛π2＋72＋〆2－27〆cos（θ一θ’）｝312

　　　　〃　　　　COS（θ一θ’）
州・1＝一丁”／、・・、・…一・、・c。、（θ一・）／・1・”

したがってwろ虻，wδ、，wあθは夫々次のようになる。

・1一芸N㌦十、十讐1簑1θ．”）粋

＝O

・ゲー芳肘六㍑簑1、．ダ）岬

＝0

・バー芳肘㌧十、、；砦鴉、．伊）粋

ただし　R：プロペラ半径

3　r”＝Rの場合のプロペラ誘導速度のθ方向

成分の計算法について

（12）

（13）

31束縛渦による誘導速度のθ方向成分Wbθ

　wあθは⑯で定式化される。wδθはθに無関係であるか

ら（13）は次のようになる。

・肋一一芳／1〃／㌦十、十；讐たが

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

〆についての定積分の値を用いると上式は次のようにな

る。

・バー㌘1：π舳。荒篶半2㎞、1l

÷六／：π、黒θl1 （15）

115）のWろθの第一項を〃去θ，第二項をW島で表すことにす

れば

　　　W。θ：Wまθ十鵬　　　　　　　G1）

ただし

咋一苦1：π

　　　　　RCOSθ一プCOS2θ
　　　　　　　　　　　　　　　　∂θ
（κ2＋〆sin2θ）　κ2＋〆十R2－21択cosθ

・島一一÷六／：π、幸器、・1
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まずw島について検討する。

　　1～cosθ一7cos2θ　　　1　　　　　　κ2＋72－7沢cosθ
　　　　　　　　　＝一（1
　　π2＋72－72COS2・θ　　γ　　　　　　κ2＋γ2一γ2COS2θ

であるからwよθは次のように書ける。

　　咋一若1：π、十、十券2炊。。sθ

・若／：π1；十11三篶；

X
∂θ

κ2＋72＋1モ2－2プ1モcosθ

であるから結局wまθは次式となる。

・ト等烏
・／　　　1　　　　　　　　　伽

　　　　戸1　4炊　”・　　　0
　　　　　　　　　　κ2＋（7＋R）2

。γ〆　　・　秤・・

2π。円秤一γ

（20）

（17）

上弓において1一・雌1かえ・llll／；炸

（／了十／二）舳第二項においてダーπ一グ1置1かえ

　　　　2
を行うと結局（17）は次のように変形される。

・島一等／了、十、十。．筈炊十4疵、i、、

・刊了鳥三岸簑諜

　　　　　　　　　♂θ
　　　x　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）
　　　　π2＋72＋R2－2〃モ十4γRs1n2θ

（1③でさらにCoSθ≡〃の置換を行う。しからばWまθは次の

ようになる。

　　　〃　　　　1帖＝
　　　　π。用ア

・1　　　1　　　　　　伽

　　　○口・、。。浩）。・・

　炉　　　　1
＋

　πγ円
・／　　1κ・十〆十疵一27肋・

　ox2＋γLγ2（1－2〃2）2

　　　　　　伽
X

しかるに

η卜什1、筆。）。・・

π2＋〆十7R－27児〃2　　　1

κ2＋72－72（1－2π2）2　2！κ2＋〆

π2＋プ2＋R秤　　κ2＋γ2－R肝
　　　　　　　　十
肝一・十2…　秤十・一2舳・

（19）

×

・
1

　1　　　　　　　　　　伽
　　　　　2γ　　　　　　　　　　　　　　　　4柵　o（1＋　　。・）（1一。・）／1一　　　。・／
　　　　研一プ　　　　　　　　　κ2＋（γ十R）2

。紗　　・　秤一・
2π。円秤十プ

・／　1　　　　　　　　　　　伽

　　　　　27　　　　　　　　　　　　　　　　4疵　o（1　　　。・）（1一。・）／1　　　　。・／
　　　　研十7　　　　　　　　　κ2＋（プ十R）2

あるいは楕円積分を用いて書きかえると次のようにな

る。

・島一一子烏・去チ点

　　・／　　　　秤十R　π　　　　　　　　　n（一，61，冶）
　　　　炉アーγ　2

　　　　　　　・票1・（号ら1）／（l1

ただし　K（冶）第　種完全楕円積分

　　　皿1（号，o。，尾），II（号　o。，冶）　第三種完全楕円積分

　　　　　　　4炊
　　　冶2＝
　　　　　北2＋（γ十R）2

　　　　　　　27
　　　61＝戸一。

　　　　　　　　27
　　　62＝一研十プ

（21）によればWまθは第一種及ひ第二種完全楕円積分で表

し得ることが分かる。しかるに付録に示すように一般に

第二種完全楕円積分はヤコヒーの楕円関数と第　種，第

二種楕円積分により表すことができる。すなわち

・（号ら1）一／1（1＋〃）（1竺、）（1．炉”）
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　　　　　　S椛（α，冶）
＝K（尾）一　　　　　　　　｛E（尾）α一K（冶）E（α，冶）｝
　　　　6刎（α，后）伽（α，冶）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）

ただし　0：一炉sπ（α，冶）

　　　∫〃，o〃，伽　ヤコヒーの楕円関数

　　　K（々），E（冶）第一種，第二種完全楕円積分

舳）一ザ仔伽
以下に（ll）を用いて（lDに含まれる・（号：…冶）・・（号：…

冶）を具体的に評価する。（22）から明らかなようにαは6に

より変化する。以下6。に対するαをα1で，また6。に対する

αをα2で示す。．さて（22）より

　　　　　6。：一尾2s〃（α1，冶）＞O

であるふらS〃（α、，尾）は次のようになる。

舳）一1点

ただし・＝ノ＝丁

いまα。…わ。1（α1’：実数）と置くと（23）より次式を得る。

一w）一后
これからα。は次式で表されることが分かる。

α工＝乞α1’

（2砂

（24）

（2㊦

・一／戸→雨一・w）

ただ！炸・一姶岬一仔

　　　　F（ψ1，尾1）第　種楕円積分

主変数が虚数のときの∫〃，o〃，伽，E（α，冶）について

は次の関係がある。

　　　　　　　　　　　S〃（α1’，冶1）
∫〃（α1，后）：S〃（伽1，尾）＝タ

　　　　　　　　　　　6〃（α1’，冶’）

　　　　　　　　　　　　10〃（α1，冶）：6〃（加1’，冶）：

　　　　　　　　　　6〃（α1’，冶1）

　　　　　　　　　　伽（α11，尾■）
伽（α1，冶）；伽（払’，冶）＝

　　　　　　　　　　0η（α11，尾’）

また　　E（α1，々）：E（乞α1’，后）

ただし

（2⑤

一・／・十眺黒ザ”）一・W）／（11）

α。’＝F（ψ。，尾’）

・w）一／了舳膏伽一・（伽κ）

E（g。，冶ク）：第二種楕円積分

（ll）・（1仏（軌（11）・（11）を用いるとn（号：…冶）は次式で表

される。

　　　　　　　冶2　　　　　厄u（号～冶）＝、十がK（尾）一研〃丁

・／／・（1）一亙（1）／・（伽・）一・（1）・（伽κ）〕（l1

　　　　27
61＝汗一であるから（2砂はさらに次のように展開

される。

・（号・1）一2（篶幕・（1）

円秤一γ1κ1　　研ア十R

・／／舳）一・（尾）／・（伽μ）一K（冶）・（伽μ）〕

（29）

次に・（号：…冶）について検討する・・。・Oであるか

らo。：6。’（o。’＞0）と置く。しからば（22）より

舳）一序 （3⑰

　　　　2・　　　　・。’　（秤一亙）・
6．1＝　　　　　であるから一一1＝　　　　　　　＞
　　肝十プ　　左・　2亙（研十・）

・である・すなわち序・・である。したがって（l1を満

たすα。は一般に複素数となる。それでα。は次式で表され

るものと考えることにする。

　　　　　　α。：K（冶）一妙。　　　　　　　（31）

ただし　　ツ。：実数

（3Φ，（3Dよりツ。は次のように定まる。

　　　曲1）一㎝（1－M一伽（去、）一序

あるいは

北一／㍗（1．糸．榊）一W）（ll）
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ただし　　F（g。，冶’）：第　種楕円積分

　　　　岬一去尺

（11か1舳）一・F

伽（α2，尾）＝η

また　E（α2，冶）＝E｛K（冶）一妙2，后｝

プロペラ誘導速度の計算法

／
（
1

一・（1）r／北一・（伽・）・万尺／（11

ただし・（州一ザ＾琴伽一・（伽κ）

したがって（2臥（3帆（3肌（軌（鋤よりn（号：6〃）は次式

で表される。

、　　序
n（一6。，冶）＝一

・／／・（冶）一帥）／・（伽κ）一・（1）・（伽κ）〕（1l）

ただしF（g。，后’），E（g。，冶’）：第一種，第二種楕円積分

岬一去尺
　　　　　　　　2γ
さらに　o。’＝　　　　　　を用いて上式を展開すると
　　　　　　戸十・
次のようになる。

　　　　　　　　胴ア　秤十γπ（号：～冶）＝　1，1　1秤一刺

・／／・（冶）一・（1）／・（伽μ）一・（冶）・（伽κ）〕（l1）

ただし

秤一RSmg2一雨
さて（29，（3③の1］1を用レ）ると（21）のWまθは次のようになる。

咋÷六ξ、・（1）
一去青／／・（1）一舳／・（伽・）・1

・・（伽μ）／一・（1）／・（伽μ）十・（〃）／〕

ωによればw島はF（ψ，后），E（g，冶）の第一種，第二種楕

円積分とK（冶），E（冶）の第一種，第二種完全楕円積分に

より表され，これらはいずれも例えば数表により値を求

めることができる。しかしながら｛F（g1，冶’）十F（g2，

冶1）｝，｛E（g、，冶1）十E（g。，尾’）｝はいずれも上限の異なる

同種の楕円積分の和であり楕円積分の加法定理等を用い

ればさらに簡単化されそうである。以下この点について

検討する。まず（27），（33）より

F（g1，冶1）十F（g2，冶’）＝α1’十ツ2

となるから（α。1＋ツ。）が簡単な形で求まれば都合がよい。

それでまずS〃（α。1＋ツ。，冶1）をヤコビーの楕円関数の加法

定理を用いて展開し，次の関係を用いて∫〃（α。’十ツ。，尾’）

の値を求める。

ただし

　　　　　　　　」戸一Rl
　　　　　S1ng2一戸

（37）は1肝一刺を含んでいるがこの絶対値を示す記

号を取り除いても（37）の値は不変である。したがってu

（号1…冶）は次式で表すことができ乱

　　　　　　　　河ア秤十プn（五：。2，冶）＝

　π　　　　　　1∬1　　肝イ

・／／・（1）一・（1）／・（伽κ）一・（1）・（伽・）〕（鋤

∫〃（α1’，冶’）＝

　　　　　　肝十泥

　　　　　　戸一R
8”（”）：円

しからばS〃（α。1＋ツ。，冶戸）として次の値を得る。

　　　　　　　　　　1∬1
・・（α！十”）＝丙　　ω

一般に∫〃（2，后1）は2についての周期関数であるからω

の関係のみから（α。’十ツ。）を無条件で定めることはでき

ない。しかし∫〃（2，尾1）の性質を考慮するとωから（α。’十

ツ。）は付帯条件を付けることにより次のように表すこと

ができる。

α11＋ツ2＝2K（后’）

　　　1κ1
－／
　　灰　　　伽　　　　ω
　　o　　　（1一〃2）（1一后’2〃2）

力7α。’十ツ。＞K（后’）

sokyu
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　　　1κ1
－／。阿（1．詐1．榊）

　　　　　　　　　　　　　　　力7　α11＋ツ2くK（尾1）

しかしψ2）は（α。’十ツ。）の値が不明であるから直接には役

に立たない。さて（42）の付帯条件は次式である。

　　　　α、’十ツ2≧K（尾1）

これを書きかえると

　　　　ツ、≧K（尾・）一α1’

ツ。も｛K（尾’）一α。1｝もともにK（尾’）よりは小さいことは明

らかであるから上式両辺の8〃をとっても不等号の向き

は変わらない。すなわち⑳の付帯条件は次式と同等であ

る。

　　　　・〃（ツ、，冶’）≧・・／K（〃）一α11，尾’／　　　㈹

　　　　　　　　　　　　　6〃（α1’，冶’）
　　　　∫〃｛K（后’）一α1■，冶■｝：

　　　　　　　　　　　　　伽（α1■，冶’）

であるから㈹は次のようになる。

研イ　　炉アー・珂≧　■、1 ⑭4）

しかるに幽）において7＝Rとすれば右辺と左辺の値が同

じになる。したがって幽）の付帯条件は

　　　　γ≧R　　　　　　　　　　　　⑭1）

と同じζとになる。（42）の付帯条件のかわりに（45）の条件を

用いれば（α。’十ツ。）ははっきりと定まる。すなわち

一F（91，尾’）十F（92，冶’）＝α1’十ツ2　　　　　　　　　⑭6）

　　　　　　　　1九1
一・・（μ）一／。汗研π缶

力γγ＞R

　　　　1κ1

－／。阿→伽…
次に｛E（ψ、，尾’）十E（g、，尾1）｝について検討す季。（27），（鋤

より

　E（ψ1，冶’）十E（92，冶’）：E（α1’，后’）十E（ツ2，〃）

となるから｛E（α1’，后’）十E（ツ。，尾1）｝が簡単な形に求まる

と都合がよい。Eについての加法定理によれば次の関係

が成立する。

　E（α1’，后’）十E（ツ2，冶’）＝E（α1’十ツ2，后■）

　　十冶’2∫〃（α11，冶’）8〃（ツ2，μ）∫〃（α1’十ツ2，后1）　　　　⑭7）

⑭7）の第一項は次式で与えられる。

附・伽・）一／丁㌦㌦伽
㈹

（α、1＋ツ、）は㈹により定まるので㈹でE（α1’十ツ。，后1）を求

める場合に特別な問題はないが，㈹を以下のようにもう

少し分かりやすい形に書きかえておく。㈱の被積分関数

伽〃は2K（冶’）を周期とする周期関数である。したがっ

て例えばα。1＋ツ。＞K（冶1）の場合には㈹は次のように書く

ことができる。

附W）一・酬一／：舳．W切舳

一・酬一ザα）一州｝仔伽

　　　　　　　　1κ1

一・酬一／。呼仔伽 ㈹

　α。1＋ツ。＜K（冶’）の場合にも同様に考えて変形すること

ができる。したがって⑭7），㈹から次の関係が求まる。

E（9。，冶’）十E（9、，冶’）：E（α、1，尾’）十E（ツ。，冶1）

　　　　　　　　　1五1
一・・（κ）一／。阿仔伽　（l1

　　　　1κ1　　秤一亙
　十

　　阿肝十R
　　　lπ1

－／。阿膏伽

カプ　γ＞R

　　　　　1π1　　肝アーR
　　＋　　　　　　　　　　　　　　〃　プ＜R

　　　河肝十R
ω，鮎），（5ΦよりW去θは次のようになる。

篶、一狛κ∬（、一・）　　　　（51）
　　　2γ1π1

抄　　　K（尾）．　　η　　κ　7－R
　　　　　　　　　＋
2πγ丙2π。1κll・一刺

・／／K（冶）一帥）／・（州一K（冶）・（州〕

　　　　　　　　　1κ1
ただしSm・r、・十（、一・）・

sokyu

sokyu
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　　　　∬（グーR）＝1　カグ　7＞五

　　　　　　　　＝O　カプ　7＜R

次にw芸θは⑯により次式で与えられる。

鵬一一焦六㌦器、・1
θについての定積分の値を用いるとw芸θは次式となる。

Wlθ一一ηπ・γ〆　1　　　（l1）
　　　　2γ1κ12γ戸
（5D，（52）よりプロペラ束縛渦による誘導速度のθ方向成分

肌θは次式で計算することができる。

　　　η　　π　　　　　　　　　γ〆　　　1
肌1＝T1北1｛H（7■R）一1｝十。、秤

　　　　紗　　　K（冶）　　　η　　κ　　γ一R
　　　一　　　　　　　　　　　　　十一
　　　　2πプ柄ア2π一・l1・一刺

・／／・（1）一・（1）／・（州一・（1）・（・刈（ll）

ただし

　　　　　　　　　　1北1　　　　　　4炊
　　　　　Sm・：円・冶2＝、・十（プ十・）・

　　　　　　尾’2：1一尾2

肌θの（53）に示す計算式は楕円積分のみを含んでおり極め

て分かりやすく数値計等も簡単である。（53）から直ちに分

かるwろθのいくつかの性質を次に示しておく。

（1）Wわθはκについての奇関数である。（2）π＝Oで不

連続である。（3）κ二±∞でOとなる。

これらの性質は流力的直感とも一致する。

32自由渦による誘導速度のθ方向成分Wfθ
　　　　　　　　　　　　　　　　6〆’　Wガは（8），（10），（11）において〆二見〃。：Oと置けは

よい。翼先端自由渦による誘導速度のθ方向成分は次の

ようになる。

・ぺ隻レ

・／　。o　　　　　　　　　　♂θ”

　　θ／（π一・”）2＋・2＋R2－2疵cos（θ一θ”）／3∫2

・／・一・…（1一グ）一〆チ・・（1一グ）／（副

ただし　　　κ”＝ん（θ”一θ’）

まず次の関係によりθ”をgに置換する。

　　　　　　　　　κ　　1
　　　　ψ＝θ’LθL一＝一（π”一κ）　　　　（55）
　　　　　　　　　ん　ん

次にはじめにθ1に関する定積分の値を求める。しからば

（54）は次式となる。

・メー子11：π（・一㎞1）・1

・
／

　　　c◎　　　　　　　　　　　伽　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（56）
　　　　一五｛伽2＋72＋R2－2炊cosθ｝3’2
　　　　12

さらに伊に関する定積分の値を求めると上式は次のよう

になる。

・ぺ／：π、十麦弍お

　　・／・・。十。十差．2疵c．s、〕∂1　（l1）

上式において1・・雌1かえ・llll／；炸／／了

十1二〕〃の第二項作π雌1かえるlll1）は結

　　2
局次のように変形される。

叶甘、十島篶㌫θ

・／・・。十。十”．1炊十4、、s、がθ〕ゴ1（l1

さらにωSθ…〃の置きかえを行う。しからばWメは次式

となる。

　　　η　　η　　7－R　　〃　　　　1
Wメ＝。、十Tl、一。1＋。、ジ吊

　炉　7－R　　　　1
＋一2πパ十R冊ア

　1
・
／

　　　　　　　　　　　　　伽

　　　／・（箒）、・〕「　O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（59）

あるいは楕円積分を用いて書きかえると次のようにな

る。



・叶／・・l1三簑1／

　炉　　　　1＋　　　　　　　　　K（尾）

2π。円

坂　　尾

十砂γ一児　1　、（王：、、，冶）（6Φ

　2π。プ十R雨2
　　　　　　　　4疵
ただし　　尾2二
　　　　　　κ2＋（7＋R）2

　　　　K，π　第一種，第三種完全楕円積分

　　　　　　　　4炊
　　　　　03＝i
　　　　　　　（7＋R）2

（60）によれば7”＝Rの場合の翼先端自由渦による誘導速

度のθ方向成分は第　種，第三種完全楕円積分で表し得

ることが分かる〃下・（号…冶）の具体的評価を行う・

6。く0であるから6。…一6。’とおく。6。に対応するαをα。

で示すことにすれば（22）から次の関係が成立する。

　　　　舳一仔　　　（l1

しかるに房一雫・・であ1州を満

たすα。は複素数となる。それでα。は次式で表されると考

えることにする。

　　　　　α。：K（冶）一妙。，（ツ。：実数）

㈱を（6Φに入れるとツ。が定まる。すなわち

曲1）一洲舳一M一伽（圭、）一仔

したがって

㎝（伽・）一去尺一去

あるいは

（62）

（63）

　　　　1刈

炉／㍗（1．詳、．州一・（州㈱

また

E（α。，尾）：E／K（冶）一妙。，々／

一・（1）r／火一・（伽・）・r♂尺／11

ただし　　ツ3＝F（g，冶’）

　　　　E（ツ。，冶’）：E（9，冶’）
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したがって（1臥帆鰍舳1）を用1・れば・（号：…尾）

は次式となる。

　π　　　　円・十RII（一：6。，冶）＝一

　2　　　　　　　1κ1　　7－R

・／／K（冶）一E（冶）／・（州一K（冶）E（・刈㈹

したがってwメは次式となる。

・叶／・十11三隻1〕・篶鳥

η　　π　7－R
2π。1πll・一Rl

・／／・（H（冶）／・（州一・（冶）・（州〕㈹

次に軸中心渦による誘導速度のθ方向成分は（1Φにより次

のように与えられる。

・岩一考／1＋六 （6③

したがって67），㈹より自由渦による誘導速度のθ方向成

分w刀は次式となる。

　　　η　　　　　　　　　η　　　κ
W・一。、｛帥一R）‘1｝■。、研

　炉　　　　K（冶）　　　狛　　κ　　プーR
＋

　2π。丙2πγ1κ1トR1
・／／・（1）一帥）／・（・朴・（1）・（・，μ）〕㈹

㈹より明らかなように〆’：Rの場合のプロペラ自由渦

の誘導速度のθ方向成分の計算式も第一種，第二種楕円

積分のみを含む簡単で分かりやすい式となる。（69）による

と数値計算も簡単である。（鋤から直ちに分かるW力のい

くつかの性質を次に示しておく。（1）W〃はκに対して

連続である。（2）κ：一∞でOである。（3）7＜Rではπ

＝◎oで（　γρ）となる。

　　　　　7

　33プロペラ誘導速度のθ方向成分Wθ

　wθは次式で計算される。

　　　wθ＝w5θ十w力

（53），㈹よりWθとして次式を得る。

（70）
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　　　η　　　　κ
W1丁（1＋1，1）｛帥一R）■1｝

プロペラ誘導速度の計算法

（71）

（7Dから明らかなように翼先端自由渦がグ”＝Rの円筒面

に分布してレ）る場合はプロペラの誘導速度のθ方向成分

の計算式は極めて簡単となる。（71）より直ちにWθの性質

として次の点が明らかになる。（1）π＜0ではγにかか

わらずWθ＝O。（2）κ＞0では，γ＞RのときはWθ＝
　　　　　　　　　　η
O，プ＜RではWθ＝一一。これらの性質は流力的直感と

　　　　　　　　　　プも一致する。

しかしながら（7鋤，（74あるいは（73）と（75）を用いてIの値を求

めると計算が複雑となり不便である。以下Iの計算法に

ついて3の結果を参考にして若干の検討を行う。

　〆：Rの場合のWメは（5⑤によれば次式で表される。

叶廿／：㌦

・
1

　　　　　　　（7－RCOSθ）伽　　◎o

　　＿五｛ゐ2ψ2＋〆十R2－2柵cosθ｝3’2
　　ん

（7⑤

しかるに
・・定積分／一｛（州・1）・1の値につ

いて

ここでは次の定積分Iの値について検討する。

1一いlw）ハ（舳

7－RCOSθ

（⑫

ただし　　∫。，∫。：ベッセノレ関数

この値が簡単に求まると翼先端白由渦分布面の半径7”

がπ”で変化する場合の誘導速度の計算に役立つと思

う。しかるにIの値を普通の方法で求めると極めて複雑

！狐例え舳）を幕級数に展開して1をい

∫。（凧）λ㍑λの級数に変形する。各項の定積分の値を超

幾何関数で表す。このようにして変形するとIは次式で

与えられる。2）

1一古肋…。忠｝／甘

｛伽2＋γ2＋RL2疵cos｝312

　　　　　　　　∂　　　　　　　　1

〃

次の関係が成立する。

1

一いψl1州）〃1）

⑰7）

したがって

十2Σ∫”（γλ）∫”lRλ）・…θ／孤（1③

　　犯＝1

ゴ　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　R2
×F（一榊，一1一榊，1，一）
　　　　　　　　　　　γ2

ただし　　F：超幾何関数

Fは級数表示することもできる。すなわち

（7鋤

　　　　　　　　　　R2　　　　　　　1
F（一榊，一1一刎，1，一）＝
　　　　　　　　　　γ2　F（一吻）r（一1一舳）

・三。F（■刎十勿）5、テ1■肋十”）／㌻ゾ　㈹

ただし　　F：ガンマー関数

また定積分表示をすることもできる。すなわち

　　　　　　　　　　R2　　　　　1
F（一榊，一1一〃，1，一）＝
　　　　　　　　　　γ2　F（一1一刎）

　　　　　　　　　　　　　　（1一玄）閉十1
　　　　　　　　　・／　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　。チー・・（。讐チ）一励㈹

　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ

一／｝一舳1／川）〃1）

十2Σ1㌦（κλ）∫”（1ぞλ）cos〃θ｝6λ　（79）

　　〃＝1

σ6），㈹，㈹よりWメは次式となる。

・メー小（杁）ハ（舳

一号い1伽）五（舳

一号い1伽）ハ（舳

しかるに

∫∞　　　　　　　　　　1
　∫1（7λ）∫o（Rλ）∂λ＝一11（γ一R）

　0　　　　　　　　　　　　γ

〃π＞O（8Φ

力7κ＜O

（8D
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したがって

・メー子帥一・）一÷いlw）九（舳

　　　　　　　　　　　　　　　　　〃κ＞0（82）

一言い■伽）ム（舳

一方，Wメは⑯7）より次式で表される。

力7κ＜O

　　　η　　　　　　炉　　　K（冶）
叶。プH（1－R）十。、、円

　　　　狛　　κ　プーR

2π。1κl　l・一Rl

・／／・（1）一・（1）／・（州一・（1）・（州〕（l1

⑳，（鋤からIの値が求まるが，このIはκ≧Oに対して

同じ値となる。すなわち

1一いlw）ム（舳

　1　　　　　11πl　　K（尾）＝一H（γ一R）二一

・　　　　πプ旧
　　1　7－R
　＋
　　π71仁Rl

・／／・（1）一・（尾）／・（州一・（后）・（州〕（・1

ただし
1ガ1

Smザ丙
㈱のIの計算式は㈹に較べるとはるかに簡単である。な

お（84）の誘導に当たってはRは軍数とした。しかし（ωのみ

で考える限りRを7”で置きかえてもさしつかえない。

5．あとがき

　本論で得られた成果を要約すると次のとおりである。

（1）まずウォーター・ジェツト推進装置への適用を念頭

において，翼先端から流出する自由渦糸の位置を任意に

与えた場合のプロペラ誘導速度計算式について定式化を

行った。

（2）次いで最も基本的である，翼先端自由渦糸が円筒面

上に分布する場合について，プロペラ誘導速度のθ方向

成分の計算に使用できる計算声を，束縛渦と自由渦の議

導速度に分けて求めた・計算式俸ともに揮めて簡単であ

り実用性が大きいと思われる。

（3）一つの定積分の値を（2）の考察の結果を応用して求め

た。これはウォーター・ジェット推進装置の場合のプロ

ペラ誘導速度の計算に役立つと思われる。

記号の説明

κ，ツ，2　　　　1直角座標

κ，7，θ　　　　：円筒座標

κ1，〆，θ’　　　：束縛渦糸要素位置の円筒座標

〆1，〆1，θ”　　：翼先端自由渦糸要素位置の円筒座標

R　　　　　　：プロペラ半径

〃　　　　　　：一様流速

ω　　　　　　：プロペラ回転角速度

ゐ　　　　　　：翼先端自由渦糸のピッチ

η　　　　　　：束縛渦の密度

wメ。wメ，wメ：翼先端自由渦による誘導速度のκ，7，

　　　　　　　　θ方向成分

w美w兵w岩：軸中心自由渦による誘導速度のπ，7，

　　　　　　　　θ方向成分

〃かw〃w刀　自由渦による誘導速度のπ，γ，θ方向

　　　　　　　　成分

肌、，肌、，肌θ：束縛渦による誘導速度あκ，7，θ方向

　　　　　　　　成分

κ，w。，肌θ　　プロペラ誘導速度のκ，プ，θ方向成分

K（冶），E（冶）　　第一種，第二種完全楕円積分

■（号：ら冶）　：第三種完全楕円積分

∫〃，6〃，伽　　：ヤコビーの楕円関数

舳）一／1帆1）伽一ザ仔励

F（g，冶），E（ψ，冶）第　種，第二種楕円積分

　　　　　　　　4柵
尾2　　　　＝
　　　　　　π2＋（プ十R）2

尾12　　　：1F尾2

∬（7－R）＝　　　　力γ　7〉R

　　　　　　　　　　力7　7＜R

ム　　　　　：ベツセノレ関数

8（α，β，γ，2）　：超幾何関数

η（〃）　　　　　ガンマー関数

参考　文　献

1）高木又男：造船学会論文集，第108号，1960．

2）例えば大槻義彦訳，数学大公式集，丸善，1986
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付録1第二種楕円積分の変形

第二種楕円積分II（9 6，冶）は次式で与えられる。

π（州）一／r（1、洲缶

（1α）

〃…s〃（2，尾）により〃を2に置換すると上式は次式とな

る。

1（州）一／；1＋、気冶）

ただし

いま

∫〃（2。，治）＝Sing

0≡一冶2S〃（α，冶）

とおくと（2α）は次式となる。

u（9：6，冶）＝20＋冶2S〃2（α，冶）

（2α）

（3α）

Z（2一α，冶）一Z（2＋α，冶）十2Z（α，尾）

したがって

2冶2s〃（α，冶）o〃（α，冶）伽（α，冶）

u（9：6，冶）＝20＋
S〃（α，冶）

26〃（α，冶）伽（α，冶）

（8α）

・1　　20
　　｛Z（2一α，冶）一Z（2＋α，尾）十2Z（α，后）｝d2　（9α）

　　0

しかるに次の関係あり。

／l・し一泌一1∵・ぽ1）ゐ

／l・し十曲一r州）ゐ

またZ（2，冶）は2の奇関数であるから

／l・～）トL・舳

／；・～）ゐ一／1∴・ぽ1）ゐ

これらの関係を用いると次式を得る。
・／　　幼　　∫〃2（2，尾）ゐ

　　o1一冶28〃2（α，冶）s〃2（2，后）

さて次式で表されるZ（2，冶）なる関数を導入する。

Z（2，冶）＝11；（2，冶）
E（冶）

ただし

K（冶） 2

舳）一／1眺1）庇

一／了ω仔伽

（4α）

（5α）

　　　　　K（后），E（冶）第　種，第二種完全楕円積分

Z（2，尾）の加法定理は次式で示される。

Z（2一α，尾）一Z（2＋α，冶）十2Z（2，尾）

＝尾2S〃（α，尾）∫〃（2，冶）｛∫〃（2＋α，冶）十S〃（2一α，尾）｝

次の関係がある。

s〃（2＋α，冶）十8〃（z一α，后）＝

（6α）

26〃（α，冶）伽（α，冶）s〃（2，冶）

1一后2s〃2（α，尾）s〃2（2，冶）

　　　　　　　　　（7α）

∫
2o

　｛Z（2一α，冶）一Z（2＋α，尾）｝ゐ

　○

　　　　寸／・し一伽1）一・し・伽1）／ゐ（・・1）

したがって第二種楕円積分u（9

形される。

6，冶）は次のように変

・（州）一／・・光岩）款隻）ト

（6α），（7α）より次式を得る。

　　　S〃2（2，冶）

1－8〃2（α，尾）∫〃2（2，冶）

　　　s〃（α，冶）

十
　26〃（ψ）伽（ψ）

・ll／・ト朴・し・刈ゐ（・・1）

さてn（9　ら后）でg＝号としたものが第二種完全楕円積

分である。しかるにg二号のときは2。：K（尾）となる。一

方Z（2，冶）は周期が2K（冶）の周期関数である。

したがって・一号では

Z（2－2o，冶）一Z（2＋2o，冶）

　　　　　　　＝Z｛2－11（（尾），尾｝一Z｛2＋K（冶），尾｝＝O

となる・したがって第二種完全楕円積分11（号　ら冶）は次

式で表される。
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・（か1）一／・・猪岩）款宝）／・（1）

Z（α，尾）は（5α）より次式で表される。

　　　　　　　E（尾）
Z（α，冶）＝E（α，冶）　　　　α

　　　　　　　K（冶）

（12α）

（13α）

（12α）・（13α）より・（号ら冶）は次式で表される・

　π　　　　　　　S〃（α，尾）
n（一：o，后）＝K（冶）
　2　　　　　　6π（α，冶）伽（α，冶）

ただし

・／・（1）1一・（1）舳）／（・・1）

舳）寸桃1）ゐ

　　　一ザ＾争

（14α）によれば。第二種完全楕円積分はヤコヒーの楕円

関数と第種，第二種完全楕円積分で表されることが分

かる。


