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積分型Endochronic理論の熱力学的基礎

藤　　居　　良I夫＊

Thermodynamic　Foundations　of　Endochronic

　　　　　　　Theory　with　Keme1s

　　　　　　　　　　Yosh1o　FUJII

　Recent1y　the　endochron1c　theory　in　p1ast1c1ty　has　been　proposed。，wh1ch　seems

to　rat1onauy　descr1be　the　genera1beha▽10r　of　concrete　or　so11s　under　comp11cated

mu1t1＿ax1a11oadmg　states　It1s　based　on　sound　thermodyna㎜1c　arguments，and

does　not　requ1re　the　not1on　of　y1e1d　surface　nor　spec1f1cat1on　of　un1oad1ng－re－

1oadmg　cr1ter1a　Th1s　un1que　features　make　the　theory　part1cu1ar1y　attract1ve　for

descr1b1ng　the　behav’1or　of　concrete　or　s011s

　The　endochronic　theory　was　origina11y　deve1oped　by　Va1anis　and　has　been　ap－

p11ed　w1th　remarkab1e　success　t0Yar1ous　prob1em　of　meta1p1ast1c1ty，wh1ch1s

ca11ed　the　integra1endochronic　theory（the　endochronic　theory　with　keme1s）．

　0n　the　other　hand，the　other　endochron1c　theory　was　de▽e1oped　by　Bazant　et

a1to　descr1be　the　behav1or　of　concrete，wh1ch1s　ca11ed　the　mcrementa1endochron1c

theory　It1s　der1Yed　from　the　mtegra1endochron1c　theory　by　rep1acmg　the　kerne1

funct1on　wエth　a　smg1e　exponent1a1ter㎜，and1t1s　requ1res　a1arge　number　of

funct1ons　and　mater1a1para血eters

　In　th1s　paper，thermodynam工c　foundat1ons　for　the　1ntegra1endochron1c　theory

are　cons1dered，and　mechan1ca1exp1anat1ons　of　the　theory　are　g1ven　by　means　of

phys1ca1mode1s　Moreo▽er，the　features1n　p1as1c1ty　wh1ch　were　der1ved　from　the

theory　are　exammed　thorough1y

I．まえがき

　従来の塑性論においては，散逸材料の非弾性的挙動を

説明するために，載荷と除荷を示す載荷関数や応カ空聞

におげる降伏曲面という概念を導入しなげれぱならな

い．現実的には，材料の降伏という現象は線形から非線

形へと徐々に推移していき，降伏の明確な定義はない

さらに，一般的には，材料の構成式を求めるための基礎

として，塑性論の増分流れ理論が用いられるが，増分流

れ理論では後続降伏曲面の定義に硬化則と結合した降伏

規準を仮定する　また，この後続降伏曲面は降伏の定義

に大きく影響される．このような従来の塑性論による

と，材料応答を載荷・除荷・再載荷の各過程で別々に考

＊農村工学講座

えることからくる不連続性が間題となる．実際の材料挙

動は一般に連続して起こり，また複雑な連成効果も含ん

でいる．そして，どのような変形過程においても，初期

の段階から非弾性的性質を示し，回復されない永久ひず

みを発生することが観測される．このため，Va1amsは

従来の塑性論における降伏の概念が一般的散逸材料に対

して適さないとして，1971年に内部状態変数を用いた非

可逆熱力学理論に基ついてEndochron1c理論と呼ぱれ
　　　　　　　　2）
る構成関係を示した　このEndochromc理論は降伏曲

面の仮定を必要とせず，したがって煩わしい硬化則も必

要とせずに，ひずみの連続的な蓄積を考慮した違続的モ

デルである．このような特徴をもつ理論はとくに，載荷

の初期段階から塑性変彩が観測されるコソクリートや土

などの粒状材料に対して適するものと考えられる．

一146一



藤居1積分型Endochronic理論の熱力学的基礎 一147一

　Endochron1c理論は，最初Va1amsにより金属材
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）8）10）
料に対して示された積分型と呼んでいる理論と，後に

Bazant等によりコソクリートの挙動を表現するために
　　　　　　　　　　　　　　5）6）7）
示された増分型と呼んでいる理論に大別できる．積分型

理論は，核関数をもつひずみの記億積分によって応力応

答を表すものである．増分型理論は，積分型理論の核関

数を単一指数関数で表示したときに導かれる関係式に，

材料の非弾性的な特徴をうまく説明できる半経験式を用

いて表したパラメータを組み合わせて応カ応答を表現す

るものである．したがって，両理論は全く異った理論で

あるが，両者とも共通のmtrmS1C　tme　meaSureと

呼ぱれるバラメータを用いて挙動を表現している．この

mtrmS1C　t1me　meaSureは，材料の過去の変形履歴を

表す測度であり，その増分はひずみ速度を考えない場

合，計里テソソル助醐をもつひずみ空問におげる2つ

のひずみ状態のあいだの距離を示す．すなわち，

∂ζ2＝P榊幽με〃　　　　　　　（1）

ここで，P榊は4階正定値計量テソソル，吻はひずみ

テソソルである．ただし，ここでは徴小変形について扱

うことにする　また，このmtrmSlC　t1me　meaSureを

用いて，もう一つのバラメータであるintrinSiC　time

sca1eの増分加を次式で表す．

　　　　♂ζ

加珊八O）＝1　　　　（2）
ここで，グは硬化関数と呼ぱれる正関数である．材料の

応力応答が実時問（c1ock　t1me）でなく，このmtms1c

t1meについての関数で表されるという理論がEnd0－

chromc理論である　その理論的基礎は，粘弾性材料に

対する内部状態変数を用いた非可逆熱力学理論にある．

こごでは，積分型Endochronic理論の理論的基礎の考

察と，力学的モテルによるその理論の解釈を示した　さ

らに，その理論から導かれる塑性論的特徴について，従

来の塑性論と対比して検討した．

　　　　　　　　　　　　　　　1）9）
　亙亙　粘弾性材料の熱力学理論

　材料に力学的な作用が加わると，力学的な現象だげで

なく熱的現象が生じる．自然界の変化は一般に非可逆的

であり，熱力学的な考察から材料の非可逆的挙動を理解

することができる．

　材料の非弾性的挙動を表すため，散逸バラメータとし

ての役割をする内部変数σ、の導入を考える．内部変数

伽の　般的な関数関係は，移行方程式として次のよう

に表現できる．

　4ゲ＝力（ε勿，θ，伽）　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

ここに，θは絶対温度，上付記号（。）は時間に関する物

質導関数を示すHe1mho1tzの自由工不ルギ密度ψを

用いると，非可逆エソトロピ生成率は次のように書げ

る．

1l一（吻器）吻一（1・器）1駈

　　　　　　　　∂ψ．　1
　　　　　　　　∂θプ・・θ”θ・・≧O　　（4）

ここに，σ勿は応カテソソル，〃は熱流束ベクトル，γ

は単位体積当りの非可逆エソトロピ生成，ηは単位体積

当りの二：■トロピ（ニソトロピ密度），コソマの次の下付

記号（，づ）は物質座標系の共変徴分を示す．的，θ，θ，｛，伽

を時間玄において一定に保つと，（3）式からクγは固定

されるが，勃，∂，∂，乞は任意に選ぶことができる．この

ような選択に対して，（4）式は次の条件のとき満足され

る．

∂ψ

一＝O∂θ，乞

　　　∂ψ

σ勿＝爾

　　　∂ψ
η＝　θ∂

　　　　∂ψ　　　1
θテ＝・耐7”θρO

（5）

一方，非可逆エソトロピ生成率は次のような基底形式で

表すことができる．

　θテ＝Σ：ηγ（4γ）2＋ろ初γθ，壱十伽θ，乞θ，ゴ　　　　（6）

ここに，係数η、，6、ε，α勿はε勿とθに依存する．自由

ユ不ルギ密度ψは（5）の第4式を満たすように決定さ

れるが，このψはθ，｛に依存しないから，（5）4および

（6）式より次式が得られる．

　　∂ψ
　　∂伽＝俳伽（グについて総和をとらない

　　1　　θ”＝”ψ十αηθ・

θ，乞＝Oのとき〃＝Oである必要があるから，上式に

おいて6γF　Oでなげれぱならない・したがって，上の

二式は次のようになる．

　∂ψ
∂伽十榊＝O（グについて総和をとらな1つ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

　　1・一軌　　　　／
ここで，自由エネルギ密度ψを次のようにε勿，2、，θ

の2次形式で与える．

　　　　1
トア砺〃榊十伽榊十α1εηθ

　　1　　　　　　　　　1＋Σ一α、σ、σ、十α、1σ、θ十　　61θ2

　τ2　　　　　　　　　2
（8）



’148一 島根大学農学部研究報告 第23号

（8）式を（5）2式と（7）1式に代入すると次式が得られる．

　σ、1＝αち〃6刎十物、σ、十α1θ

　α乙〃ε乙3＋αγσγ十α！θ十ηγσγ＝O

　　　　　　（グについて総和をとらない）

（9）2式の徴分方程式を解くと次が得られる．

伽一等チレ｛）的（1）伽

一チレ州1（1）・咋宗

上式を部分積分することにより次式が得られる．

伽一一粋（1）一レ㈹納

　　　　多／1（1）一レ州納

　　　　　（7について総和をとらない）

これを（9）1式へ代入すると次式が得られる．

吻一（伽rξα竿）助（1）

・ξ竿Lけ（←）新
・（・ザ姜午）1（1）

・苓竿レ州器伽
この式は次のように簡潔な形にできる．

吻一・洲・レ（1－1）知1

・蝋）十L榊一1）器加

ここに，

01ゴ比、＝α、ゴ比rΣ伽α鮒，

　　　　　　　γ　　o＝7

　　　　　　01ゴ比、（1）：Σ伽α肋θ一1・

　　　　　　　　　　　τ　αγ
　　　　　　物、α、！
1）ト〆一亭み・

刀1／（1）一ξα苧θ一〃

（9）

（10）

（11）

（12）

（13）

もし材料が等方性であるならぱ，次のようにおげる．

　0；〃＝λoδらプδ刎十μo（あ虎δ〃十δ秘δ批）

　0呈ノ庇、（〃）＝λ1（チ）δ勿δ〃十μ1（〃）（軌危δ〃十δαδ批）

　D婁ゴ＝αo～

助（チ）＝α1（〃）δη，

　　　　　　　δ勿：クロネッカーのデルタ

（14）式を（13）式へ代入すると次式が得られる．

吻一榊）榊1二〃一1）勢1

（14）

・榊）・・レ（1イ蜘1

・榊）・・叱炸1）器伽 （15）

さらに次のようにおく．

　　λ（〃）＝λO亙（チ）十λ1（〃）

　　μ（〃）＝μO亙（〃）十μ1（〃）

　　α（ま）＝α0∬（〃）十α1（〃）

ここに，・∬（云）はHeavisideのステップ関数である．し

たがって，（15）式は次のように。なる．

沽し！ト1）新・・しμ（1イ）新

　　　　　　・叱αト1）器加　（・・）

上式から，もしε勿＝0かつθ（8）＝H（〃）であるなら

ぱ，σ勿＝δψ（玄）．となる．すなわち，ひずみが抑制され，

初期に温度が単位ステップとして与えられ，以降は一定

に保たれるとき，α（チ）は等方粘弾性材料において静水圧

を意味することになる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2～4）
　亙n　肋湿㏄h亙⑪皿亙c理論の熱カ学的基礎

　前章における粘弾性材料の熱力学的考察を用いて，等

温場において微小変形をする材料を対象に，Endochro－

niC理論の基礎概念を検討する．また，ひずみ遠度に依

存しない変形状態を考えて，（1〉，（2）式で定義される

mtms1ct1meを導入する温度勾配がないとぎθ，τ＝O

であるから，（5）。式から

　　　　　∂ψ
θテ＝万φ≧O

また，1ntrms1c　tme　measureの定義から∂ζ／”＞o

であるから，．

θ亜一∂ψ迦。O　　　　（17）
　　∂ζ　　∂σ、∂ζ

となる．一方，前章での議論と同様にして，θ（∂γμζ）

の展開に対して次式が得られる．

θ生＝払忽必　　　　　（18）
　　∂ζ　　∂ζ∂ζ

したがって，（17〉，（18）式が同時に成り立つためには，

次式が必要である．

∂ψ十〃坐一〇　　　　　（19）
∂σ、　∂ζ

ここで，内部変数伽に対して2階テソソルの特性を与

え，4階テソソルの取扱いに一般性をもたせることにす

る．つまり，内部変数硲は物質座標系の2階対称テソ

ソルで，自由工不ルギ密度ψと他の熱力学的諸量はε〃，

θ，妬（グ＝1，2，…，〃）の関数であるとする・このとき，
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（19）式は次のよ．うに書げる．

募纂十・峨一・ゆ峨和を1州
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、（20）

ただし，次の熱力学的関係は成立する

；二尊　　卜）
一般に（20）式は鴫についての〃．個の非線形常徴分方

程式系を構成し，その解はひずみ履歴としての・略を与

える．ここで，4階テソソノ㌣場〃は材料の散逸特性を

支配する低抗テソソルである．そして，喝初＝あ3伽（ζ）

とおく．等方性材料の場合，次のように表すことができ

る．

伽＝軌δ・十脇曲　’　，（22）
さらに，（2）式の関数スζ）を用いて次のようにおく．

　舛＝6ζ（ζ）＝柘κ），姥＝蝋ζ）＝ろ賦ζ）（23）

ここに．，6王0と6；0は定数である．

　いま，等方性材料に対して，自由ユネルギ密度ψを

ε軌θ，略の2次形式で与えると，次式が得られる．

　　　1　　　　1’
ψてλ紬・十2λ・蝸・十蜘必

　　　　　　　　1
　　＋蜘泌十2亭（0舳肘01σ脇）

　　　　　　　　　　　1　　＋一0θε肌十Eグθσ纂十　　Fθ2　　　　　　　　　　　　　（24）

　　　　　　　　　　　2

これを（21）式へ代入すると

吻ぷ鋤十柵晦十助㌣（25）
一η一必比。亙、〃θ　　／

（2），（23）式を用いると，（20）式は次のようになる．

助伽十蜘汁9伽箏十0脇
　　・恥θ・舳傍十磯三・（・・）

　　　　　　　（グについて総和をとらない）

上の徴分方程式を解き，得られた孤および的を（25）

式へ代入すると次の関係が得られる．ただし，初期の基

準状態はz：Oであるとする．

　　十堵ト㍑）紗
一1一←一琴晋）脇

　　・琴晋／；〃4隷〃

　　・ト〆茅）θ

　　・事晋／；1－w）細

ここに，

　　　　　　1λ。＝＾十
　　　　　　s
　　　　　　1Cε＝0r＋
　　　　　　3

　　　　　　　1
λ。，域＝房十一域
　　　　　　　3

　　　　　　　1
0ζ，6葛。＝妬十一鳩
　　　　　　　3

ルー紬一箒

（27）式は次のような簡潔な形で表現できる∴

一よ1一・／ll（卜嶋〃

σ一守ヤ（トノ）細

　　†／；咋ノ）細

一1－／；岬）話〃

　　・！汁・）募〃

ここに，

・μ（・）一（ん一帯ζ）的）

K（2）＝

十Σ域域

ぺ亭繁）的）

0麦

瑚夙

θ一ρ紬

（27）

十Σ

D（・）一（o一苓㌘枇）

十Σ

0ξ
θ一λ・2

～一（ん一琴管）吻

　　十措／：グ州紗

σ一守一（ん一帯5）脇

　　十坪111仰）細
　　　・（・一苓腎1

榊一ト苓晋）的）

十Σ

揖Eγ　　θ一λγ2
0ζ

”抄
06

θ一λγ2

（28）

（29）

（30）

ただし，∬（z）はHea∀1s1deのステヅプ関数，3。ゴは偏

差応カテソソル，吻は偏差ひずみテソソル，σは静水

圧応力，ε肋は体積ひずみである．

　　　　　　　　　　　　　　　∂θ　変形が等温である場合を考えると，一＝Oとして（29）
　　　　　　　　　　　　　　　∂z
式から次式が得られる．
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~Cp,J~C;~q'~-J:.~~~~:~~;~~l~;~ ~ ~ U, p,?j~ 
q' e~~,~L~~u~l~1~~~~C q,Tj q)~~:j~~~~/7~¥~(~~~~~'~~/7~¥~~5 

;~. O~~ ~, q,rj~~i~cDJ; ~~'-'_~~~~~t~. 

1
 q"rj = p,rj+~~:3 ijq' (34) 

Ca)~ ~., ~F~l=;j~/v~i~~~~ ~ e~;~~q)J; 5V-i~:~~~~~ 

~ = ~D(e" p' )+~rH(ekk q") (35) 'J, 'j , 
~6O ~rD ~ ~H e~~~:~)~-.-~~~~~L~~~~q)~F~~~~~~c~~~~~) 

~L;~. I~t~:hi~, 

~rD = ~r~(eij) + ~~(e.?j, p~j) ¥
 

(36) 
/
 

~rH = ~f'H(e~*)+~r"H(e~*, q") 

~ C 7-,_, J~ft~~~= e ~ p ~~~~L~~t~~i~~~~:~~¥~~:~~~i~ 

~~:I~;~~ Fig. 2 ~J; 5~ct~:~. ~,L~C, (20)~~~(21)1 

~~V-'-~fF~:I~ ;~ ~~~: ~ ~~Ac~EcD~~~~~~q)~l~~~::e~~~~) J; ~ 

~~,-t~:;~. 

6~rD 6~r･" 6~r~ 
Sij -

~ 6eij ~ 6e~j ~ 6e,fj 

+ b" dp,rj=0 
6 pij '" d zD 

(r VC~~ '~~~:L~!¥~Q~i~ ~)f~:~') 

(y=6~rH 6~r.H 6~~ 
6ekh ~ 6e** 6e~* 

+ b" dq' = O 

6 q' ""dzH 
(r ~"*~~ '~~{;*~~Q~~~ ~)t~:~') 

~ ~ L (22)~~:~~~(33)~~~i;~l~ ~~~6~J: 5~-,_~~'ft. 
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Sむ

eむ

　　　　　　　　　　ρε身　　　　　θむ

E1astic　　　　　　　P1astic

SyStem　　　　　　　　SyStem

　　　　靖　　　　　硝

　　　（a）偏差成分

ε脇

　θ　　　　　　　　　　　p
ε桃　　　　　　ε脇

　　　　　　Elastic　　　　　　　P1ast1c
σ

　　　　　　SyStem　　　　　　　　SyStem

　　　　　　　　　　硝　　　　　硝

　　　　　　　　　（b）静水圧成分

　　　　Fig．2　力学的機構の幾何学的表示

　　　　　　1　砺＝研十　6ζ
　　　　　　3
　勾＝ろ身。乃（ζ刀），勿＝66。血（ζ〃）

ここで，6募oと66oは定数である．

Sけ

σ

1．降伏曲面をもつ構成式
　　　　　　　　　　　　10）11）
（1）構成式の誘導とその特徴

　（33）式で示される1ntrms1c　tme　sca1eを用いたと

き，（37），（38）式から前章と同様にして，等温下の等方

性材料に対して次のような構成式が得られる．

・1一・／7畑一・）細

σ一守一／：払イ）細

／一

　まず偏差成分について検討する．（32）1の第2式を用

いると，応力を偏差ひずみの塑性成分に関して表現する

ことができる．すなわち，

∫ザ・／7伽イ）紗　　（・・）

ただし，ρ（2）とμ（2）のあいだの関係は，ラプラス変換

を用いると次のようになる．

炸1・）一去／；1・イ）細　（・・）

ρ（O）：∞　　　　　　　　　　（42）
ここで，核関数μ（2）が次のような有限指数級数で表さ

れるとする．ただし，μγとαγは正定数である．

　μ（z）＝Σμγθ一αγ2　　　　　　　　　　　　　　（43）

　　　　γ＝1

このとき，Heav1s1de展開定理を用いて，核関数ρ（2）

は次のように表すことができる．

　　　　　　　　　　　　　　　　切一1　ρ（2）＝ρoδ（2）十ρ1（z），ρ1（z）＝Σρ、θ■β。2　（44）

　　　　　　　　　　　　　　　　7昌1
ただし，δ（2）はDiracのデルタ関数，ρo及びρゲ，β、

はすべて正定数である．すると，（44）式から（40）式の偏

差成分の構成式は次のようになる．

曲一・礁・・r伽一・）紗（・・）

ここで，次のようにおく．

　S告＝2ρ。，∫γ＝S肪（ζη）　　　　　（46）

・一・lrか脅ノ　（・・）

すると，単調載荷過程において，ll∫勿11≦∫γのとき幼＝

○となり，応答は弾性的である．しかし，ll∫勿11＞ISアの

とき，応答は非弾性的となり（45）式が適用できる．（46），

（47）式を用いると，（45）式は次のように書げる．

㌶㌫ユニ　／㍗）
そこで，・斗キO（すなわちρoキO）の場合について以下

のことがいえる．

（i）加（8刀）＝1のとき

　このとき（48）式は次のようになる．

，1ズ㌫∴必　　／（犯）

そして，ρ1（z）＝Oのとき，つまり物＝Oであるなら

ぱ，（49）2式は次のようにたる．

　　　　1鋤＝硯Vζ刀　　　　　（50）
これは，従来の塑性論におげるvon　Misesの降伏規準

をもつ弾完全塑性体の構成関係を示すことになる

　一方，ρ1（2）キOのとき，つまりれ声Oであるならぱ，

上の（49）式は従来の塑性論におげる移動硬化を示すこと

になる・亨の関係は・偏差応力空間におげる超球を示

す．略はその半径を表し，物は超球の中心と応力空問

の原点を緒ぶ動径テソソルである．この超球面は降伏曲

面と考えることができ，（49）2式は塑性ひずみ増分が降

伏曲面に垂直であることを示す．これらの緒果はFig．3

のように図示できる．したがって，ここでは移動硬化の

概念が仮定ではなく導かれた結果となる．核関数ρ。（2）

が単一指数項カニらなるとすると，すなわち

ρ。（2）＝ρ。θ一鵬　　　　　　　　（51）

のとき，（47）式から次式が得られる．

　♂グ勿＝一α・42がグ勿十2ρゴ♂θ島
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S3

0

Sむ

㌦

d・暮

ヂ

S1jイり

状態からの増分過程は弾性的である．

（亘）　ll∫勿一物11＝∫γのとき

　この状態からの増分過程には二つの可能性が考えられ

る．（45），（46），（47）式に対して，Diracのデルタ関数

の漸近表示を用いると，mtrmS1C　tme　meaSure増分

∂ζDは次の二通りになる．

、、、／か1子泌耕㈱）
　　　／。

ここで，

伽一17伽イ）細炸誓）（・・）

　S1

　　　　　Fig．3降伏曲面の幾何学的表示

上式に（49）式を代入すると次式が得られる．

　　　　2ρ。
伽＝耕・・（sザ伽1）

β一1＋穿　　　／

S2

（52）

上式は移動硬化に対する別の考え方を示しており，物の

移動はS勿におげる降伏曲面の法線方向（∫乞ゴー～の方

向）ではなく，βの値に依存して法線方向から傾斜した

方向である．これは特別な場合で，一般には～の移動

方向は核関数ρ。（2）を含んだ（47）式から決定される．

（五）加（ζ刀）が単調増加のとき

　ρ1（2）＝O，つまり物＝Oであるならば，（48）式は従

来の塑性論における等方硬化とvon　Misesの降伏規準

を示すことになる．一方，ρ1（z）キO，つまりれ声Oであ

るならぱ，（48）式から降伏曲面は移動と拡大をする．ま

た，上記のいずれの場合も，塑性ひずみ増分は降伏曲面

に垂直となる．

（血）加（ζη）が単調減少のとき

　前の場合と同様に，（48）式から，ρ1（z）＝Oのとき降

伏曲面は縮小し，ρ1（2）キOのとき降伏曲面は移動と縮小

をする．また，いずれの場合も，塑性ひずみ増分は降伏

曲面に垂直となる．

　以上の検討は静水圧成分についても同様に行える．し

たがって，ここでは静水圧成分の場合を省賂する．

（2）塑性および弾性（除荷）経路

　まず，偏差応答についての増分過程は次の二つの場合

が考えられる．

（i）　lls勿一物11＜8rのとき

　このときの応力8勿は降伏曲面内にあり，この応力

（a）　（S勿一物）伽ら＞Oのとき

　このとき6ζD＞Oであり，∂ζDは（53）の第1式により

与えられる．この過程は塑性応答が適用される載荷であ

る．

（b）　（S勿一グ勿）♂吻く0のとき

　このとき，∂ζ刀は（53）の第2式により与えられる．こ

の過程の応答は弾性的である．したがって，この場合の

条件（8ザグ乞ゴ）伽ゴ＜Oは，その増分過程が除荷であるこ

とを定義する．つまり，降伏曲面上にある応力状態にお

いて，ひずみ増分伽ノが応カ点を通る動径テソソル

（8ザκ、。）と鋭角をなすとき，その増分過程は散逸的で

ゴζ刀＞0となるが，この角度が直角以上のとき，その増

分過程は弾性的で∂ζD＝Oとなる．

（・）去／洲切（・））・（S溌；ん十・のとき

　この状態は∂ζDが限りなく大きくなり，材料は隈り

なく流動することになる．

（3）増分応答の決定

　材料の構成特性が決まると，変形履歴のある過程にお

いてsむと伽がわかる．ひずみ増分幽ゴが与えられ

ると，（8r物）∂物の符号に応じて（53）式より4ζ刀が

決まる．その符号が負か零のとき6ζD＝Oで，68切は

弾性関係から求められる．もし符号が正のとき，♂ζDは

（53）の第1式で与えられ，（45）式から∂喝が決まり，

6＆ゴ：2μo（ゐ勿一6喝）の関係から∂S乞ゴがわかる．

2．降伏曲面をもたない構成式

　前述のように，応力応答はひずみの塑性成分に関して

表現することができた．すなわち，

～一・／ア伽イ）細

1－／7伽イ）叡

／㈱
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ただし，次の条件を満たす必要がある．

　ρ（O）＝φ（0）＝o◎　　　　　　　　　　　　　　　　　（56）

また，IS切とσが有界であることから，任意の有隈領

域においてρ（吻）及びφ（娩）は積分可能である必要が

ある．

　まず偏差成分について，その核関数の形を検討する．

一般的に，核関数ρ（吻）は次のように減衰指数級数で

表現できる．ただし，項数グは有隈あるいは無限であ

る．

　ρ（2・）二Σρ、θ一β吻　　　　　　　（57）

（56）式の条件を考慮すると，ρ（吻）の一項（あるいはそ

れ以上の項）をDiracのデルタ関数とすることができ

る．したがって，次のように書げる．

　ρ（z刀）＝ρ。δ（2刀）十ρ。（幼）　　　　　（58）

ここに，ρoは定数，δ（吻）はDiracのデルタ関数であ

る．そして，核関数の形について次のようにまとめるこ

とができる．

（i）　ρoキO，ρ1（O）〈◎oのとき

　この場合，降伏応力が存在して，塑性ひずみの始まり

において応力一ひずみ曲線の勾配は有限となる．したが

って，このとき降伏曲面をもつことになる．

（i）　ρo≒O，ρ1（O）＝◎oのとき

　この場合，降伏応力が存在して，塑性ひずみの始まり

において応力一ひずみ曲線の勾配は無限大となる．そし

て，降伏点において応力一ひずみ曲線は連続である．こ

のとき降伏曲面をもつことになる．

（iji）　ρo＝O，ρ1（0）＝◎◎のとき

　この場合，降伏応力は存在せず，載荷の始まりから徐

々に塑性変形が進行する．このとき降伏曲面をもたない

S
i
j

叫上ン三L叫

（a）単純endochromc要素

e三
1
］

　
P
e
　
i
j

r畠1
2μ b品

r昌2

I
1

　
r
P
i
j

l
1

Sij

2μo

1
11
I

　　　　　r＝CO

（b）単純endOchrOnic要素の並列結合

　　F1g4偏差成分の力学的モテル

Sli

ことになる．我々が扱うコソクリートや土に対しては，

この場合の構成式が重要になる．

　以上のことは静水圧成分の核関数に。対してもいえる．

したがって，上の（血）の場合に（55）式は次のように書げ

る．ただし，ここで改めてμ（2）＝ρ1（Z），K（2）＝φ1（2）

とした．

～一・17μ細イ）紗

σ一！：机イ）叡

また，ρ1（O）＝φ。（O）＝・・の条件は次のようになる．

　μ（O）＝K（O）＝∞　　　　　　　　　　　　　　　　（60）

さらに（57）式を考慮すると，上式の条件から核関数は次

のように表せる．

鴛㌻l　／㈹
ここに，μγ，αゲ，κ，λγは正定数である．この級数は

2：Oにおいて発散し，それ以外のすべての2に対し

て収束する必要がある．

　次に，この降伏曲面をもたない構成式を力学的モテル

により考察して解釈することができる　まず偏差成分に

ついて，Fig．2（a）の複合系に対応したカ学的モデルを

F1g4（b）に示す　自由工不ルギ密度灼は実際に蓄積

されたエネルギであるから，（36）1式は次のようになる．

　ψD＝略十鵯
　　＝μollθ婁ゴl12＋Σμγllθ島一力らl12

　　＝μollθ勿一θ釧12＋Σμγllθ島一力洲2　　　　（62）

σ

P「

　e
εkk

（a）単純endochron1c要素

Ko

εp

kk

r冒1

r宮2

K・　　　　　b品

q「

　　　　rrCO
（b）単純endOchronic要素の並列結合

　　F1g5静水圧成分の力学的モテル

σ



一154一 島根大学農学部研究報告 第23号

（37）1式から

　　　　∂ψ刀
Sザ妬＝2μ・（θザ鴫）＝2μ・θみ　（63）

一方，Fig・4（a）に示す1本の単純endochronic要素

は，線形スプリソグとendOchrOnicスライダーの結合

からなる．このスプリングとスライダーの応答を次式で

与える．

（37）2式より

；1二業榊／一
ここに，2μγはスプリソグ定数，6ξoはスライダー低抗

である．上式から

多祭十凧一・嶋炸許　（・・）

これを解くと

ρ1一・μ卜（㎡）紗　（・・）

ただし，基準状態で賜＝Oとする　そして，F1g4（b）

のモデルで示される単純endochronic要素の無限並列

結合を考えると，応カ8勿は次のようになる．

・ザ恥一ξ・介伽刊紳（・・）

上式は，核関数として（61）1式を用いたときの偏差成分

の構成式（59）。式を表している．また，この関係は塑性

ひずみ喝についてであるから，全偏差ひずみ吻に関

しては，（63），（67）式から，Fig．4（b）に示すように，

さらに弾性スプリソグ（定数2μo）を加えて完全な形の

カ学的モデルができる．次に，静水圧成分についても同

様に，F1g5に示す力学的モテルが考えられる　この

場合については省略する．以上のように，降伏曲面をも

たない構成式は力学的モデルにより解釈することができ

る．

　V．あとがき

　内部状態変数を用いた非可逆熱力学理論を基に，積分

型Endochronic理論の展開を述べた．降伏曲面の仮定

を必要としないEndOchronic理論は，最初金属材料に

対して提案された．しかし，閉じたヒステリシスループ

が得られないこと，すなわち，Druckerの安定仮説が

満たされないことや，金属材料に対する静水圧挙動は弾

性的であるとして定式化されたことなどから，コソク

リート材料等の挙動を表現する上では適切な構成式とは

なり難い・そこで，新しいmtr1nS1Ctmeの定義を行

い，偏差挙動と静水圧挙動に対する別々の変数を考慮し

た理論へと発展してきた．ここでの定式化は材料の等方

性と等温条件下での徴小変形を仮定しているが，降伏曲

面や載荷条件などの仮定は設けずに三軸挙動を扱ってい

る　また，ここではHe1mho1tzの自由ユネルギ密度を

用いた定式化について途べたが，同様にしてGibbsの

自由エネルギ密度を用いた定式化も可能である．そして，

従来の塑性論における降伏曲面や載荷条件は，この

EndOchrOn1c理論から導かれる特徴から解釈すること

ができた．

　一方，Bazant等による増分型Endochron1c理論が

あるが，これは積分型Endochronic理論における核関

数を一項の指数級数（単一指数関数）で表示した場合に

導かれる．つまり，一つの内部変数のみを考えている．

そして，その構成式に含まれるパラメータは，多数の材

料関数と材料定数によってデータ曲線に合うように選ぱ

れる．この材料関数および定数の決定は経験的な要素が

多く，かなり複雑でもある．したがって，増分型En－

dochronic理論は，コソクリート等の三軸挙動をうま

く表現することが可能であるカ㍉　般的に利用しにくい

理論でもある．

　以上のように，積分型EndOchrOnic理論はintrin－

S1C　t1meを用いた畳込み積分（記憶積分）の形式で応

答を表現する理論であるが，一般に材料の応答は体積成

分（静水圧成分）とせん断成分（偏差成分）が同時に関

与すると考えられるため，その連成効果をいかに表現す

るかの間題が今後の大きな課題である．そして，、従来の

粘弾性理論におげる実時間（c10ck　time）を用いた積分

型構成式と異なり，このEndOchromc理論はひずみ履

歴をバラメータとした積分型構成式であるから，その三

次元的な数値計算法が非常に難しく，合理的な計算法の

開発が望まれる．

　最後に，本研究をすすめるに当り，御指導を賜った京

都大学農学部長谷川高士教授，および本報告をまとめる

機会を下さった本学農学部鳥山教授，野中助教授に深甚

なる感謝の意を表します．
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