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積分型Endochronic理論のコンクリートの挙動表現への応用

藤　　居　　良．　夫＊

App11cat1on　of　Endochromc　Theory　w1th

Keme1s　to　Mode1mg　Concrete　Behav1or

　　　　　　　　Yoshio　FUJII

　The　endochromc　theory　has　been　apP11ed　to▽ar1ous　prob1em　of1meta1p1ast1c1ty

w1thout　the　not1on　of　y1e1d　surface　and　spec1f1cat1on　of1oadmg　cond1t1ons　How－

eyer，the　forma11zat1on　of　th1s　theory1s　not　apPropr1ate　m　mode1mg　the　behav1or

of　concrete　or　soi1s，since　it　was　assumed　in　this　theory　that　the　hydrostatic

response1s　e1ast1c　and　the　coup1mg　effect　between　shear　and　hydrostat1c　behav1or

（shear－hydrostat1c1nteract1on，d11atancy）does　not　take　p1ace

　In　th1s　paper，a　way　to　cons1der　the　coup1mg　effect　between　stear　and　hydrostat1c

beha▽10r1s　exp1a1ned　by　v1rtue　of　the　coup11ng　constant　A1so，the　method　of

determ1nat1on　of　mater1a1funct1ons　and　constants1s　exammed，and　two　numer－

1ca1血ethods　m　three　d1mens1ona1state　are　shown　to　obta1n　the　stress＿stram

re1at1on．Moreoyer，the　numer1ca1procedure　of　fm1te　e1ement　ana1ys1s　of　struc－

tures　usmg　th1s　theory1s　shown

　亙。まえがき

　　　　　　　　2）
　先の報告で示した積分型Endochromc理論は，金属

材料に対して提案され，降伏曲面や載荷規準の仮定を必

要とせずに，金属の種々の挙動表現にうまく適用されて

きた．しかし，せん断挙動と静水圧挙動は連成せずに独

立に起るとして定式化された（とくに，金属材料では，

　般的に静水圧挙動は弾性的であると仮定される）こと

から，このままの形では，コソクリートの力学的挙動を

表現する上で適切な構成式とはなり難い．そこで，ここ

では，せん断と静水圧挙動のあいだの連成効果を考慮す

る最も簡単な方法として，カップリング定数と呼ぼれる

一つのバラメータを1ntr1nS1C　tmeに導入する場合を

考える．そして，このときの材料関数と材料定数の決定

方法と構成関係を求める二つの三次元的数値計算法につ

いて述べる．さらに，構造物の有隈要素解析にこの理論

を適用する場合について，増分荷重に対する繰返し反復

計算の方法を示す．

＊農村工学講座

　亙亙　コンクリートの挙動表現

　最初，金属材料に対して提案されたEndochrOnic理

論をコソクリートの挙動の表現に適用するためには，と

くにコソクリートに対する次の特性を考慮する必要があ

る。

（a）静水圧挙動は金属材料と異なり非弾性的であり，

応カーひずみ曲線はFig．1に示すように，初期の載荷

過程において上に凸で，その後において下に凸となって

くる．そして，最終的には線形な漸近線に近づく．また，

除荷過程により塑性（残留）ひずみが生じ，載荷。除荷・

再載荷過程に影響を与える硬化が起る．

（b）せん断応答は静水圧応力の大きさに影響される．

コソクリートの場合，Fig．2に示すように，一般に静

水圧応力が大きくなるほどせん断応カーひずみ曲線は上

方へくる．

（C）一定の静水圧応力下でのせん断は体積ひずみの変

化をひき起こす．すなわち，せん断と静水圧の相互作用

（連成効果，ダイレイタソシー）がある．

　以下では，上述の特性を表現できる構成式について考
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察し，そこに含まれる材料関数と定数の決定方法につい

ても説明する．

　　　　　　　　1）
1　ht蘭蛆酬c伽m㊧

　変形履歴に依存し，その速度に独立である材料におい

て，実時聞（c1ock　t1me）は移行方程式の定式化に対し

て適切な時問尺度とならない．そこで，このような材料
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）
の移行方程式を定式化するため，先の報告で述べたよう

にmtmS1C　tmeと呼はれる時間尺度が導入された

そこでは，偏差挙動と静水圧挙動を支配する別々のin－

trinSiC　time　meaSureが定義された．しかし，この定

義では，せん断と静水圧挙動のあいだの連成効果を考慮

することが困難である　したがって，mtrmS1C　tme

meaSureのより一般的な定義として，塑性ひずみ空問

におげる一つのひずみ経路を考える．その経路増分から，

mtrmS1C　t1me　meaSureの増分∂ζを次のように定義
する．

　∂ζ2二1㍉批16ε島dε島　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

ここで，乃〃は4階正定値テソソル，喝は塑性ひずみ

テソソルである．等方性材料の場合に限って考えてみる

と，助刎は次のように表される．

　P6プ〃＝瑚δ勿δ〃十拷δ拓δ〃　　　　　　　　　　　　　　　（2）

ここに，尾1，冶2は正定数である．このとき，（1）式は次

のようになる．

6ζ2＝榊ε紬髪庇十榊瑞6ε島

　　　　　　　　　　　　1　　　＝矧側12＋（糾了尾1）16ε1112

ここで，劣は偏差ひずみテソソル吻の塑性成分，ε器

は体積ひずみε脇の塑性成分，1卜“”llはテソソルの

ノルム，卜“一は絶対値である．ここで，一般性を失

わないで牡（碕・去確）一后・と表すと，・ζは次の

成効果を表現するためのバラメータとなる．

2．構成式
　　　　　　　　　　　2）
　先の報告で示したように，He1mho1tzの自由工不ル

ギ密度ψは次のような2次形式で表現できる．ただし，

等温条件下で徴小変形をする等方性材料を対象とする．

　ψD＝略十蝪
　　　；μoいθξゴい2＋Σμ川θ島一力洲2　　　　　　　　（5）

　ψ且＝烙十略

　　　　1　　　　　1
　　　二於㈱2＋拝蛉1パσγ）2　　（6）

ここで，下付添字Dと∬はそれぞれ偏差成分と静水

圧成分，上付添字θとヵはそれぞれ弾性成分と塑性成

分，場とgγはそれぞれ内部変数硲の偏差成分およ

σ

／

／
’

／

ようになる．

　6ζ2＝l1加洲2＋々2iゐ髪κ12

　　　＝雌十榊ζ隻　　　　　　　（3）
ただし，居は正の材料定数である．このようにすると，

せん断と静水圧挙動のあいだの連成効果を表現すること

ができ，材料定数冶の値がその連成効果の程度を支配

するという意味から，居をカップリング定数と呼ぶ．さ

らに，偏差と静水圧に対するmtrmS1C　tme　SCa1a吻

と助をそれぞれ次のように定義する．

加島伽一器　　　（・）
ただし，上式の冶は（3）式で用いられるヵツプリング定

数と同じである．この居を用いることは，誘導される

純静水圧応答が后に依存しないことを表すためである．

すなわち，居の値はせん断応答に対して効果をもち，連

グ

0

τ

Fig．．1静水圧応力一体積ひずみ曲線

σ3

免

σ1

εkk

　　　　　　　　　　　　　　　　　γ
0
Fig・2一定静水圧応力下（σ1くσ2〈σ3）の

　　せん断応カーひずみ曲線
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び体積成分を表す．また，μo，μγ，Ko，Kγは正定数であ

り，グは内部変数の数を表す．そして，いわゆる内部力

は偏差成分と静水圧成分について次式で与えられる

賜一脇戸一一姓　　　（7）
　　　　　∂〃　　　　∂グ

したがって，C1aus1us－Duhemの不等式は次のように

なる．

ρζ楓。O，戸迎。O　　　（8）
　　’ゴ6ζ　　　♂ζ

上式を満たす線形のintrinSiC　time　meaSure依存系

を考えると，次のように表すことができる．

賜一ろ錐卜雌　　　　（9）
　　　　　∂ζ’　　　∂ζ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）
ここで，確と死はそれぞれ，先の報告で示した低抗テ

ソソル6ζ〃の偏差成分と静水圧成分の係数である　上

式は内部力を内部変数の変化量と線形に関係づげている

内部構成式である　一般の熱力学においては，この式は

散逸力（内部力）を流速と線形に関係づげることにな

り，いわゆる0nsagerの関係といえる．すべての川こ

ついて次の条件が成立つとき，上式は（8）式を満足する．

　据＞O，66＞O　　　　　　　　　（1O）
（7），（9）式から，次の移行方程式が得られる．

磯・唯一・

券・唯一・

（11）

（12）

（5），（6），（9）式を用いると，上式から内部力％とPブ

に関する次式が得られる．

紬・繁一・μ雀

型戸十”＝κ偽
　砺　　∂ζ　　6ζ

　　　　　　　2）
先の報告で示した次の関係から，

　　　　∂ψ刀　∂蝪　　　∂晦　　∂略

sザ町＝豚σ＝煽＝爾

／一

（5），（6），（7）式を用いると次式が得られる．

8勿：Σ軌
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）
　σ＝ΣPγ

ここで，s勿は偏差応カテソソル，σ＝σ肋／3は静水圧

応力である・一般的に，伽ユは材料の変彩状態に関連す
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2）
る変数に依存する．したがって，先の報告の場合と同様

に次のようにおく．

　勿＝ろζ。F刀，砺＝63．F∬　　　　　　（15）

ここに，ろ募o，66oは定数であり，Fo，F∬は（4）式で与え

られる材料関数である．そして，いま次のようにおく．

ル乎ルー繁　　　（1・）
すると，（13）式は（4）式を用いて次のようになる．

柵砦一・嶋　　（、7）
！戸・1募一鴫　　／

基準状態吻＝娩＝OにおいてS勿＝O，σ：Oという

初期条件と，自然状態において偽（O）＝O，1）グ（O）＝O

であると定義して，基準状態を自然状態とすると，（17）

式から次式が得られる．

ρ1一・μ1㍗㎞噌〃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（18）

戸一咋グ脈〆）警〃

（14）式から，応カは塑性ひずみの履歴の畳込み積分（記

憶積分）として得られる．

・1一・！7伽イ）紗

σ一／和イ）紗

／一

ここに，

㌫ボ　　／（・・）
　　　　　　　　　　2）
ただし，先の報告の議論から，核関数はμ（O）＝K（O）＝

・。という条件を満たし，さらに次の条件が満足される

必要がある．

／；㌦ぽ）〃・…1恥w…伽狛…）

ここで，（20）式のグは内都変数の数を表す．

（21）

　　　　　　1）
3．静水圧応答

　コソクリートの静水圧挙動におげる硬化は圧縮化によ

ると考えられ，ここでは，低抗係数であるろδがこの現

象を支配するものとする．したがって，（15）2式を次の

ように表す．

　姑＝66．FH（θ髪比）　　　　　　　　（22）

ここに，わ60は定数，F〃は略の単調増加関数である・

基準状態が自然状態であるとして，構成式は（19）2式で

与えられた．いま単調載荷の静水圧挙動を考えると，

（3），（4）式から，
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　　　　　　　　　　　　∂ζ　ゐ君比
6ζ2＝后21側21伽＝姐∬＝π

となる．だから，（19）2式は次のようになる．

σ一1；伽一ノ脇）〃

（23）

（24）

そこで，静水圧応カー塑性ひずみ曲線（σ一ε器曲線）を

Fig．3のように。与える．同図において，曲線0Nは

ル＝1に対する応力応答を表している．ε髪κ≦0Aの範

囲において，ルは線形であるとする．一方，OA〈ε器

≦OBの範囲において，F∬は双曲線であるとする．そ

こで，F∬を次のようにおく．

み＝θ鰍　　　　　　　　（25）
ε器≦0Aの範囲においては・上式をTay1or展開して

　F∬＝1＋βε髪施十（（ε髪κ）2以上の項）

そして，（ε君κ）2以上の項を無視すると，次の線形表示が

得られる．

　F且＝1＋βε髪庇，（ε髪店≦0λ）

このとき，（23）式から次式が得られる．

　　　　1ε11＝百（θβzト1）

（26）

（27）

したがって，（26）式から次のようになる．

み＝θβ伽　　　　　　　　　　（28）
単調載荷条件の場合，（24）式へ（20）2，（28）式を代入す

ると次式が得られる．

1一苓1汁榊榊
σ

σO N

。　　。　　　　　。　ε湿
Fig．3静水圧応力一塑性体積ひずみ曲線

　　　　Kγ
＝Σ　　グλ伽（θ（λγ十β）zト1）　　　（29）

　　、λ、十β

また，（27）式を用いて上式から娩を消去すると

　　　　　　　　　　　　　　　　　　λτ・
σ一亭λ隼β／1・脇一（・・㈱下／

となり，これをε多κで徴分すると

　　　　　　　　　　　　　　　＿λγ十β
島一ξλ紗・ル（1＋脇）T！

したがって，ε君洗→◎oのとき，

　6σ　　　Kγ
　一一今Σβ　　　　（30）　6ε髪地　　γλγ十β

一方，Fig．3のε君κ≦；0Aの範囲において，σ軸との

切片σoをもつ線形表示を考えると，（26）式から

　σ＝σ。（1＋βε髪比）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（31）

だから，（30），（31）式からσoは次のように書げる．

　　　　　Kγ
σ・一㍍。β　　　　　（32）

また，Fig．3の曲線ONに対してF且＝1であった

から，（26）式においてはβ＝0とすることができる．

したがって，β＝Oのとき（32）式から

　　　　　Kγ
σ・一汽　　　　　　（33）

となる．一方，F∬＝1であるとき（23）式から此∬＝

ゐ駕危であるから，（24）式より

1－1；∬伽イ）〃一1；∬舳・

一ξ筆（1－1■み十吻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ
となる・上式において・魂→。。とするとσ→弓τ＝

σoとなり，これは（33）式と一致する．

σO一ゲ＊

O
Fig．4　（σo一σ＊）と吻の　般的関係

z〃
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　ここで，Fig．3のε岩κ≦0Aの範囲において，σ＊を

次のように定義する．すなわち，（28），（29）式から

　　　　σ　　　Kγ
σ＊＝π＝㍍。β（1寸（州）z∬）　（34）

そして，（32），（34）式から（σrσ＊）と晦の関係を求

めると次のようになる．

　　　　　　　　κ
σrσ＊＝㍍。βθ■（ル十β）2∬　　（35）

この曲線は一般にFig．4に示す形となる．この曲線は，

実験テータから得られるσ一ε君κ曲線と（27）式を用いて

求まるσ一助関係と，（34）式とを利用して求めること

ができる．この曲線から，等問隔の狛に対するσの
　　　　　　　　　　　3）
値を求め，PrOnyの方法を用いて（35）式の右辺の係数

Kγ

λ、十βとへき乗（λγ十β）の値が決定できる　したがって

（31）式からβの値が求まっているとき，核関数（20）2式

のKγとλγの値が得られる．ただし，核関数（20）式の

項数グは必要な精度で多くとることができるげれど，

コソクリートや土などの粒状材料に対しては数項程度
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3）
（2～3項）で十分な精度が得られると考えられる．

　　　　　　1）
4．せん断応答

　基準状態が自然状態であるとして，せん断応答は（19）1

式で与えられた．せん断応答を求めるためには，核関数

μ（2），硬化関数FD，カップリソグ定数冶が必要である．

コソクリートに対して，一般に偏差平面上におげる破壊

応力はその静水圧応力σと偏差平面での載荷方向

（Lode角θ）に依存すると考えられる．したがって，

FDを次のように表す．

　F刀＝F刀（σ，θ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（36）

ただし，静水圧応力σがある基準応カσRに等しいと
き，

　F1）二Fη（σR，0）＝1　　　　　　　　　　　　　　　　（36）！

とする．

　硬化関数Fηとカップリソグ定数居の決定は，せん

断と静水圧挙動のあいだの連成効果のため複雑になる．

いま，一定の静水圧応力下で行うせん断応力場を考え

る．静水圧応力がσ＝σ。に至るまで静水圧載荷を行

い，続いてσ1を一定に保ってせん断応力τが荷せら

れる状態を想定すると，全応力場は次の形で表せる．

　　　　　σ1τ0

　σ乞プ＝　τ’σ10　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

　　　　　O　Oσ1

また，静水圧挙動を表す構成式（19）1式の逆をとり，ε岩κ

をσの履歴で表すと次のような形で書げる．

1凱一17ム（・r嶋〃　　（・・）

そして，ラプラス変換を用いると，核関数K（2）とム（2）

の関係として，（19）1式と（38）式から次式が得られる．

伽）一／；机イ）細　　（・・）

ここに，〃（娩）はHeayisideのステップ関数である．

また，静水圧載荷の終了時（σ＝σ1）において，砺：

堵とすると，（38）式から

昧一／；㌧い）紗

・／llム㎏イ）紬

一1；砦ムい）細
（40）

したがって，せん断応力の作用によりせん断ひずみの変

化が起ると，（3）式からζが変化し，その結果として娩

が変化する．だから，（40）式の右辺の積分は変化して，

略の変化が生じる．つまり，一定の静水圧応力下にお

いてせん断を行うと，6ζは（3）式から与えられ，その値

は尾により影響される．

　そこで，まず冶の値を決定するため，静水圧挙動を

表す構成式の単純化を考えてみる．（19）2式において，

核関数K（2）は十分な速さで減衰してDiracのデルタ

関数δ（2）で近似できるとする．すなわち，一つの内部

変数のみを考えて，次のようにおく．

　1ζ（2）＝々oδ（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

このとき，（19）2式は次のようになる．

σ一／；∬伽イ）紗一嶋（・・）

ただし，尾oは定数である．とくに，Fig．3における

略≦OAの範囲の単調載荷状態に対して，（23），（26），

（42）式から

　σ＝是。（1＋βε髪比）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（43）

となり，この式は塑性線形硬化を表す（31）式と同一であ

る．つまり，核関数κ（2）をDiracのデルタ関数δ（9）

で表した場合は，前節で示した塑性線形硬化を考えた場

合に相当する．そして，居oは（31）式のσ。と等しい．

また，（37）式のσ1の値が，静水圧挙動におげる塑性線

形硬化を示す（43）式を満足するとき，（42）式から次式が

成り立つ．

㌃嶋 （44）
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ただし，このσユは，せん断のあいだ一定値をとる静水

圧応カである．一般に圧縮においてσと略を正にと

ると，（44）式から碑κは正となり，せん断のあいだ圧

縮体積ひずみが増大することになる　したがって，（26），

（4）式を用いると（44）式は次のようになる．

咋嶋一唯嘉一雌肌
　　一〃。（1。βζ、）幽　　　　（4・）
　　　　　　　　　　6ζ

ただし，（3）式において，せん断過程で6略＞Oである

ことを用いた．（45）式へ（3）式を代入すると次式が得ら

れる．

∂ζl1一（払（、睾βG））γ一狛
（46）

静水圧載荷の終了時におげるζとζ亙の値をそれぞれ

ζ1およびζ且1とおき，また，その後のせん断過程によ

り生じるζとζ∬の値をそれぞれζ8およびζ｝とす

る．すなわち，

ζ＝ζ！十ζ8　　　　　　　　　（47）

ζ∬＝ζ〃1＋島　　　　　　　　（48）
（48）式を用いると

　居。（1＋βζ∬）＝々。（1＋βζ亙1）十々。βζを　　　　（49）

であり，静水圧載荷の終了時においてε惹κ＝ζ∬＝ζ∬1お

よびσ＝σ1であるから，（43）式より

　σ。＝后。（1＋βζ亙！）

が成立つ．上式を（49）式へ代入すると

　冶。（1＋βζ且）＝σ。十為。βζ｝　　　　　　　　　　　（50）

となり，この式を（46）式へ代入すると次式が得られる．

叶（1村ザ
　　　　　　　　　　ーl1一（÷）γ

、一1＋冶・βζを

　　　　σ1

（51）

（52）

σ一のにおいて（・・）式よ1努一箸であるから・（・・）

式を用いると（45）式は次のようになる．

咋他・脇繁
したがって，上式を変形して次式が得られる．

∂ζ一・（・・争9ψζH帖 （53）

　　　　　　　　σ1（52）式から∂ζを一々。β”であり，また，せん断遇程に

おいて（47）式より6ζ＝∂ζ8であるから，（53）式は次の

ようになる．

ψ一包か加一工〃κ　　　（54）
　　　　為。β　　　　α

　　＿々。β
　α一一　　　　　　　　　　　　　　　（55）　　　冶σ1

静水圧載荷の終了時においてζ身＝Oであるから，（52）

式よりπ＝1となる．また，このとき，（47）式から

ζ8＝Oであるという初期条件で（54）式を積分すると

　　　　1ζ8＝砺（π2－1）　　　　　　（56）

となる．したがって，せん断過程において（51）式へ（56）

式を代入すると

終（1蜘％　　　（・・）
そして，（51）式へ（54）式を代入すると

炸／1イ÷）壮舳

　　　　　　　　　　　」1
　　　　　　　　　　＝一（κ2－1）％〃　　　（58）
　　　　　　　　　　　α

となる．上式を積分すると次式が得られる．

ζ1一圭〃κ・十1・（州κし1）1（・・）

ただし，（52），（55）式から次が得られる．

　　　　κ一1
ζト励　　　　　　　（60）

さらに，（56）式を（59）式へ代入すると次式が得られる．

ζド差／ぺ・仰1・・αζ一1・（ぺ・ψ

　　　　　　　　　　　　　十ノ…剛（・1）

以上の（57），（59），（60）式から，カヅプリソグ定数居と

核関数μ（2）および硬化関数凡の形を求めることがで

きる．

　一般に，三軸圧縮試験結果から得られる情報は，八面

体せん断応力一ひずみ関係で表される場合が考えられる

ため，以下では，八面体せん断応カτOαとテソソル表

示の八面体せん断ひずみγoαの関係を用いて，材料関

数と定数の決定方法について考察する．ただし，一定の

静水圧応力下におけるせん断により起る体積変化は弾性

成分と塑性成分に分離することが困難であるため，ここ

では，その体積変化は完全に非可逆的であると考える

すると，ζ姜＝ε器であるから，（60）式は次のようにな

る．

　　　　κ一1
ε髪1＝励　　　　　　　（62）
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1＋・1二μ㍑） 1紛）伽（・・）

　　＿尾。β＿為。β

　α一一一一　　　　　　　　　（76）　　　々σ工冶σ亙

（37）式の応力場において，（3）式から∂ζ刀：ぺ2折ρ

であり，せん断過程の始まりにおいてζ刀＝Oであるか
ら，

　ζ刀＝　へ／2γ刀　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

したがって，（57）式からζoはζ8の関数として表され

て，（75）式の左辺はζ・の関数となる．つまり，実験

データからτ一γ関係が与えられると，それをτ一γρ

関係に変換し，（77）式からτ一ζ刀関係が求まる．そし

て，（57）式のζη一ζ8関係を用いてτ一ζ8関係が得ら

れる．ここで，核関数μ（z）を決定するために，（75）式

を次のように表現する．すなわち，この式はポルテラ型

第一種積分方程式となる．

作・／二μ㈹鮒ぴ

ここに，

・（ぴ）一古（1羊島）％

（78）

（79）

このとき，τ（ζ・）と8（ζ・）が与えられる場合に，μ（2）の

形を求める問題に帰着する．そこで，ζ8：ζえと書いて，

積分区問［O，ζ8］を微小区問」に〃等分すると，

ζら＝〃∠　　　　　　　　　　（80）

したがって，（78）式は次のようになる．

1（／l）キ・llμ（㈹虻つ糾…・・

　　　　・・十・1二、μ㍑）舳ぴ（・1）

一恥叶：二㌦ぴ鮒

　＝Σ9、｛〃［（〃イ十1）∠卜〃［（〃イ）∠］｝　（82）

　　γ＝1

ただし，上式において積分の平均値の定理を用い，さら

ら，（72）式の定義を用いた．ここに，ζ享oと＆は次式

で定義される値である．

　（〆一1）∠≦ζ多。＜〃　　　　　　　（83）

9、＝9（ζ享。）　　　　　　　　　（84）

伽）一・／；鮒　　　（・・）

この場合，∠を十分に小さくとることにより，必要な精

度で紗を求めることができる．（82）式をマトリックス

表示すると次のようになる．

ただし，

　∠’g、＝g、＿g、＿1，（プ＝1，2，．．．。．．，〃）　　　　　　（87）

この連皿方程式から，τ、およぴ∠殴（7＝1，2，””，勿）

が与えられるとき，”（”）（グ＝1，2，…“，n）を求める

ことがでぎる．したがって，（85）式から2μ（2）は次式

として求まる．

　　　　　6〃（2）
2μ（・）＝加　　　　　　　（88）

　具体的に八面体せん断応力一せん断ひずみ関係（τoザ

γoα関係）で表された実験データを用いる場合，以上で

述べたのと同様の方法が考えられる．先の（1）節で得ら

れた尾の値を用いて，（61），（64）式からγぎ、rζ8関係

が得られる．実験データから与えられるτoα一γoα関係

と（63）式を用いて，τo．rγ雪α関係が得られる．そして，

このτoα一γ雪α関係と先のγξα一ζS関係から，τo。ドζ8

関係が求められる．したがって，τOα一ζ8関係の曲線か

らζ・の等間隔点に対するτ。αの値を求めると，上述

の計算方法と同様の方法を用いて〃（グ∠）（グ＝1，2，・・”，

〃）の値が得られる．これから，一本のスプライソ曲線

を求め，その曲線を徴分して，得られた徴係数から単調
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3）
減少曲線を求めることができる．Pronyの方法を用い

て，この単調減少曲線を指数級数で近似することにより

核関数（20）1式の係数μγとべき乗αγの値が得られる．

ただし，核関数（20）式の項数グは必要な糖度で多くと

ることができるが，コソクリートや土質材料等に対して
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3）
は数項（2～3項）で十分であると考えられる．

H亙．数値計算の方法

　皿章で得られた記憶積分型の構成式を用いて三次元的

挙動を表現する場合，数値計算を行なう上で何等かの工

夫が必要である　以下では，まず，（19）式をmtrms1c

tme　sca1eで徴分して，結果として導かれる非弾性応

力増分と見たせる式に一含まれる積分項を漸化式で評価

し，増分型の数値計算に変換する方法と，次に，（19）式

の核関数を有隈指数級数で表現して，線形微分方程式に

変換する方法について検討する．計算に必要とする支配

方程式は次のとおりである．

～一・1ア伽イ）紗
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σ一／7伽r増〃

∂∫む：2μo（∂θ切一∂θ島）

6σ＝1ζo（6ε脇一6ε髪危）

∂ζ2＝い6鴎112＋刷瑚比12

6、刀一4ζ♂、且一♂ζ

　　　凡’　　　々F∬

／（89）

／（・・）

／㈹

ただし，核関数は（20）式で表されるが，ここでは，近似

的に次のように有隈指数級数で表す．つまり，考える内

部変数の数を刎とする．また，μoとKoはそれぞれせ

ん断弾性係数および体積弾性係数である．

μ⑫）寺1一…　　　／
伽）一糾肋　　／（92）

　　　　　　　　5）6）
1．積分項を含む方法

　まず，偏差成分について，（89）1式を吻で徴分する

と次式が得られる．

（90）1，（93）式から次式が得られる．

仲・伽（伽・。オ（。）伽（・刀）ゴ・・）

　　　　　　　　2μ（O）　　　　　　　　　　　　　　（94）
　　　　2μρ＝
　　　　　　　1＋2μ（O）
　　　　　　　　　　2μ。

　同様にして，静水圧成分についても，（89）2，（90）2式

から次式が得られる．

∂σ一仰鋤・油）伽晦）

　　　K、＝凪O）
　　　　　　1＋凪O）
　　　　　　　　K。

㈱一17rい艦払
K1（Z）＝

（95）

したがって，具体的に二次元での応力一ひずみ関係を表

すと，（94）1，（95）1式から次のようになる．

　｛6σ｝＝［Dρ］｛6ε｝十｛6∬ρ｝　　　　　　　　　　　　（96）

ここに，

咋11舳㈱劣／

／例一吃ジ／ゐ1－／引
（97）

ただし，｛♂軌｝は非弾性応力増分ベクトル，｛6σ｝は応

力増分ベクトル，｛6ε｝はひずみ増分ベクトル，γ切は

工学的せん断ひずみを表す．また，［Dρ］と｛∂助｝の

成分にづいて，平面ひずみ条件のとき，

D、一3Kρ十4μり、一3Kグ2μρ
　　　　　3　　　　　　　　　3

狐一舶）伽伽・為）榊・・

二1‡二紗／

一方，平面応カ条件のとき，

以一2鵠渚虹一2雛許
狐一銑）1蝸

　　　　　一畿哉脇）／あ

（98）

　Kρ　6μρ
十　　　　　　　冶（狛）加∬
　K（O）3Kρ十4μρ

偽一鈴）！伽）

　　　　　一畿玲脇）／伽

　　　　　　　Kρ　6μρ
　　　　　十凧O）3K、十4μ、伽）伽

伽一勅）脇）伽

（99）

（1）伽（吻）と冶（娩）の計算方法

　この場合，（96）式の非弾性応力増分｛∂軌｝を構成す

る伽（吻）と居（晦）の評価が重要な意味をもつ．いま，

これらの関数を漸化式で表現することを考える．まず，

関数伽（勿）について，荷重増分ステップ（i）に対応し

たmtrmS1C　tme　SaC1e勿の範囲をZ乙一1≦吻≦局と

して，積分範囲［O，吻］を肋分割する．ただし，以

下では，吻の下添字oを省略する．つまり，積分範

囲を0＝2o，21，22，””““，z肌＝吻に分割する．こ

のとき，（93）2式の伽（z）は次のようになる．

W一㈱一・1二脈イ）紗糾・・
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・・／；！イ）欺糾・・

・・1；！一嶋〃

ここで，積分の平均値の定理を用いると，上式の右辺の

一般項は次のようになる．

・／二炸脅壮糺
　　　　　　　　　・／　　　　　　　　　　み
　　　　　　　　　　　μ！（z肌一2！）♂2！

　　　　　　　　　　勾一1

したがって，核関数を（92）1式で表すとき，伽（2）は次

のようになる．

　　　　　　　　　　η肌　∂確
脈）＝脈肌）＝昌蟹μ影、、、、

　　　　　　　　θ一α1（zパ征工）（1一θαγ■・・）　（100）

ここに，

　∠2乞＝Zr2仁1

そして，上式から伽（Z肌）と伽（砺一。）を比較すること

により，次の漸化式が得られる．

　　　　　　犯　　　　　　　　　η　∂θρ
ゐ11（z卜昌ん幽一・）θi鮒49叶ξ件着、、、、

　　　　　　　　　　　　（グα幽一1）　　（101）

　　　　　　　　　　　　（ク＝1，2，……，肋）

ただし，∠助＝助一糺1，伽（O）＝Oである．

　次に，関数后（2∬）についても同様に，（92）2式の核関

数を用いるとき，次のような漸化式が得られる．

　　　　　η　　　　　　？2　∂ε髪比
㈱＝～戸（2・一1）θ一脇十～平万、＝、乞

　　　　　　　　　　　　　（θ・λ幽一1）　　（102）

　　　　　　　　　　　　　（ク＝1，2，……，肋）

ただし，この場合も，積分範囲［O，娩］を肋分割し，

娩の下添字∬は省絡した．また，伽＝局一2乞一1，后（O）

＝Oである．

　以上のように，mtrms1c　tme　sca1e劣におげる応

答の履歴依存性は，伽（助一・），尾（z・一・）および次の増分ス

　　　　　　　　∂θ里　　∂略
テップに影響する箒。＝軌τ仁助幽によって決定

される．つまり，＆に及ぼす21－1以前の履歴効果は，

伽（局一1）および冶（z仁。）により表される．

（2）有隈要素法定式化と計算手順

　一つの要素に対して，節点に一荷重｛凧。｝が作用し，

物体カ｛P｝も同時に働くとき，節点変位ベクトルを

｛σ、｝，つり合い状態での要素内の変位ベクトルを｛σ｝，

ひずみベクトノレを｛6｝，応カベクトルを｛σ｝とする．

このとき，内挿関数のマトリックスを［！Vコ，節点変位一

ひずみマトリックスを［3］とすると，次式が成立つ．

　｛σ｝＝W］｛σ、｝　　　　　　　　（103）

　｛ε｝＝［3］｛σ、｝　　　　　　　　（104）

要素の仮想変位が任意の節点の仮想変位｛σ。＊｝で与え

られ，要素の内部で適合変位｛σ＊｝およびひずみ｛ε＊｝

を生じるものとすると，仮想仕事の原理より次式が得ら

れる．

／閉凡／・1，／σw／〃寸／ε・ド／σ／〃

ここで，積分範囲は要素の内部である．（103），（104）式

を代入すると

㈹Tん／・L岬／・剛

　　　　　　　　一1σべ閉σ／〃

ここで，節点変位を任意にとったのであるから，上式は

すべての｛σθ＊｝に対して成立しなげれぱならない。し

たがって，

／ん／寸岬／・／〃寸閉σ／∂γ

上式の増分を考えると，次式が得られる．

㈹・1、岬閉〃寸閉榊γ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（105）

ここへ（96）式を代入して一（104）式を用いると，次のよ

うな定式化が得られる．

　［1（］｛∂乙7召｝＝｛♂F、”｝十｛61㌔｝十｛61アρ｝　　　　（106）

ただし，

［幻寸［那閉別〃

／榊一い閉・／州

　　　／榊一一1岬／偽／〃

（107）

　さらに，この場合，計算の手順は次のように考えるこ

とができる．

（i）現荷重増分ステップに対して，初期intrinSiC

　　tme　meaSure増分∂ζを与えて，（91）2式から

　　♂吻，6晦の初期値を仮定する　そして，（106）式を

　　解いて変位増分｛6σθ｝を求める．

（i）　これから，全ひずみ増分｛dε｝が得られる．そし

　　て，（94），（95）式から応カ増分｛∂σ｝が，（90）式か

　　ら塑性ひずみ増分｛ゐρ｝が得られる．

（触）　（91）式および（101），（102）式から，∂吻，ゐ∬，

　　∂喝∂ε蕉κ

　　扇，砺および伽（勿），后（娩）が得られる。した

　　がって，（98）式あるいは（99）式から｛♂助｝が求ま

　　り，（107）。式から非弾性力増分｛”ρ｝が得られる．
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（iv）この｛”ρ｝を（106）式に代入して，新しい変位

　増分｛〃ε｝を求める．

（Y）　この繰返し過程に．おいて，連続する繰返しでの

　∂吻および∂晦の差がある収束条件値以下にたるま

　　で反復する．収束条件が満たされたなら，結果を蓄

　積して，次の増分ステップヘすすむ．

　　　　　　　　　　　　4）
2．微分方程式に変換する方法

　（92）式の核関数を用いるとき，（89）式から8勿とσ

は次のように表される．

㌢　　　／㈹
ただし，（17）式に示したように，QらとP7は次の徴分

方程式を満たす．

　∂Qζ・　　　　　　加乏・
∂、、3柵軌＝2μ湯

か一鴫　　ドg）
上の（108），（109〉式から次式が得られる．

　お勿＝λ6鴫一Q｛ゴ加刀

　6σ＝■86ε碧店一P♂2且

ただし，

　A＝Σ2μ、，13＝ΣKγ
　　　γ昌1　　　　　　　　　γ＝1

　Q卯＝ΣαγQζゴ，1〕＝Σ：λγ戸

　　　ヅ；1　　　　　　　　　　γ昌1　．

／（11・）

／則

（1）応力制御の場合
　　　　　　　　　　4）
　先の報告に示したように，（91）1式の形を利用して，

次のような♂ζについての二次方程式が得られる．

　α（∂ζ）2＋か∂ζ十0＝O

ただし，

・一1一鵠チ（島

ト・隙鋒・鍛！

・一ヂ絆・炉劉

（112）

（113）

（112）式の正解から6ζの値が求まる．そして，♂場と

6略の値が次式から得られる．

鳩一去／・・勿・納

鋤一如・紅／

また，（90）式から伽ゴと6ε肋が得られる．また，（109）

式から∂賜と∂Pγを求めることができる．この場合
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4）
の繰返し計算の方法は，先の報告のとおりである．

（2）ひずみ制御の場合
　　　　　　　　　　　4）
　先の報告に示したように，（91）1式の∂ζの形を利用

して，次のような∂ζについての二次方程式が得られる．

α（∂ζつ2＋ろ④6ζ十0＝O　　　　　　（115）

ただし，

α二1＿QηQη　　p2
　　　　　（λ十2μo）2F島　（3＋K；o）2F姜

・一一・／設篭総・（鋒紙！

・一一1（為伽）払伽

　　　　　　・（畿帖・・！

（115）式の正解から∂ζの値が得られる．

∂場とゐ器が次式から求まる．

　　　　　2μ。　　　　Q勿
鳩＝λ。2μ。伽十（λ。2μ。戸刀♂ζ

　　　　　K．　　　　　p
鳩＝3＋凪6ε肋十（3＋瓦）〃∬∂ζ

また，（90）式から♂Sηと∂σが得られる．

（116）

したがって，

／一

そして，応

力制御の場合と同様に，（109）式から∂％と6Pγを求

めることができる．この場合の繰返し計算の方法は，先
　　　　　　　　4）
の報告のとおりである．

（3）有隈要素法定式化と計算手順

　前述のひずみ制御の場合の方法を利用して，有限要素

法定式化を考えること’ができる．この場合，ひずみ増分

ベクトル｛ゐ｝を与えて，塑性ひずみ増分ベクトル

｛ゐ叫および応力増分ベクトル｛∂σ｝を求めることにな

るから，次の応力一ひずみ関係を用いる．

　｛ψ｝＝［D］（｛6εト｛伽｝）　　　　（118）

したがって，上式を前述の仮想仕事の原理から導かれる

（105）式に代入して，（104）式を用いると次式が得られる．

　［K、］｛∂σ、｝＝｛6F、”｝十｛∂Fσ｝十｛6Qρ｝　　（119）

ただし，

［幻一L閉刎別〃

1榊一岬w／州

　　　　　㈱寸閉・1／例〃

／岬）

この場合の計算手順は，次のように考えることができ
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る．

（i）現荷重増分ステッブに対して，｛狽ρ｝の初期値

　　を仮定して，（119）式を解いて変位増分｛ゴσθ｝を

　　求める．

（ii）　これから，全ひずみ増分｛dε｝が得られる．さら

　　に，この｛ゐ｝を細分割して，（115）式から♂ζの

　　値が求まり，（117）式から塑性ひずみ増分｛ゐρ｝が

　　求まる．そして，（90）式から応力増分｛♂σ｝が得ら
　　　　　　　　　　　　　　　4）
　　れる．先の報告で示したように，収束条件が満足さ

　　れるまで反復し，全ひずみ増分｛dε｝の細分割全体

　　にわたり繰返す．

（血）　（120）3式から非弾性力増分｛狽ρ｝を求め，（119）

　　式へ代入して，新しい変位増分｛”、｝を求める．

（iV）　この繰返し過程において，連続する繰返しで

　　｛”、｝の差がある収東条件値以下になるまで反復

　　する．収束条件が満たされたなら，結果を蓄積して，

　　次の増分ステップヘすすむ．

　亙V．あとがき

　　　　　　4）
　先の報告では，この理論を用いて具体的な計算を行っ

ている．そこでは，皿章2節で述べた計算方法を用い

た．その結果から，せん断と静水圧挙動のあいだの連成

効果を含めて，この理論はコソクリートの力学的挙動を

降伏曲面や載荷規準を設げずに定性的にうまく表現する

ことができる．しかし，1肛章で示した核関数のパラメー

タの決定において，かなりのぱらつきがでてくる．とく

に，せん断挙動を表す構成式の核関数の形の決定には，

ばらつきが大きくでる．つまり，その核関数のパラメー

タの組は一通りではなく，幾つかの組合せが可能であ

る．したがって，核関数の有限指数級数表示は，（21）式

の条件を考慮して慎重に行う必要がある．

　また，ここで述べた理論では，せん断と静水圧挙動の

あいだの連成効果をせん断によりひき起こされる収縮と

して，mtrmS1C　tme　meaSureの定義により表現して

いる．しかし，実際の材料においては一，収縮から膨張へ

の違成効果が考えられるため，この効果を表現する項を

静水圧挙動の構成式に導入することも検討する必要があ

る．そして，静水圧載荷によるせん断ひずみの発生，い

わゆるせん断進行効果（shear　trave1effect）も考慮で

きる定式化の試みも望まれる．

　さらに，本報告では，この理論を構造物の有限要素解

析に応用するときの計算手順を示した．しかし，この理

論は従来の粘弾性理論と異なり，ひずみ履歴をバラメー

タとする記憶積分型構成式であることから，三次元的な

数値計算法が非常に複雑になること，そして，コソク

リートや土質材料の場合に金属材料と異なり，非弾性的

な静水圧挙動やせん断と静水圧挙動のあいだの連成効果

を考慮したげれぱならないため，計算手順がかなり複雑

になることなどから，その合理的な数値計算の方法の開

発が今後とも必要である．

　最後に，本研究をすすめるに当り，御指導を賜った京

都大学農学部長谷川高士教授，および本報告をまとめる

機会を下さった本学農学部鳥山教授と野中助教授に深甚

なる感謝の意を表します．
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