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減反率と直径生長の関係

第1報 新しい減反率モデルの誘導

　　　　　　　　　　　　　＊
山　　本　　充　　男

　　　　　　　　　　　　M1tsuo　YAMlAM0T0

Re1at1on　between“Gentan　Probab111ty”and　“D1ameter　Growth”

　　　1．Der1vat1on　of　new“Gentan　Probab111ty”Mod．e1s

　　　　　　　　　緒　　　　言

　1つの林分を構成する林木は，すべてが同じ状態から

生長しはじめたとしても，地位，遺伝などの諸条件の違

いにより，それらの大きさには当然差が生まれる．古典

的な収穫規整では，この個体間の差を考慮せずただ平均

的なものを論じ，伐期を定めようとしてきた．しかし，

もし伐期が不適当に選択されたならぱ，多大の損失をま

ねくことになる．さらに，林木には明確な成熟期がある

わけではなく，その生長遇程も直線的ではないため，伐

採時期に適・不適があり，それが収穫に大きく影饗する

のである．

　林業における重要な経営指針の1つとして，多くの収

穫を保続的にあげるということがある．従来の森林経理

においては，保続の単位として，作業級が考えられてき

た．そして，いわゆる保続表が作業級ことに考えられて

いる．しかし作業級に含まれている齢級ごとの林分を個

々に考えるという見方がされていなかった．鈴木は「木
　　　　　　　　　　　　　1）　　　　　　　　　　2）
材の生産予測について」　（1961），同「（1皿）」　（1963）に

おいて，林分の寿命分布を導き，新たに“減反率法”と

称する収穫規整法を示した．

　本研究は，林木の直径生長と減反率との関係を示し，

このことから新たな林分の寿命分布を導くことを目的と

している．

　　　　　　滅反率の新しい考え方

　ある時に造林された林木は，時間が進むにつれて，い

ろいろな直径になる．同時に林分はいろいろな齢級で伐
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採され植栽されていく．前者はいわゆる“林分直径分布

の遷移（林分遷移）”であり，後者は’林分齢級構成の

遷移（林齢遷移）”である．これら個々の遷移の状態に
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3）4）5）
ついては，種々のモデルを角い多くの研究がなされてお

り，かなりの成果をあげている．これらは共に，林業に

おける確率過程論の応用であるが，この両者が相互にど

のような関係にあるかはそれほど明確ではない．
　　　6）
　鈴木は，林木の直径が毎年平均〃mmずつ太って，

その太さが尾mmになったら伐採されるといったモデ

ルを用いて林分の寿命の分布を与える公式F淀（〃）

　　F、（Z）一”（”）卜1、一洲

　　　　　　（ト1）！

を導びいている．そして，減反率という新しい概念を林

業に導入している．

　新檀された林分をとって，それがちょうどゴ齢級で

伐採される確率をg（ノ）で表わし，減反率と呼ぶ．よっ

て，減反率とは，新檀された林分が伐採されるまでの待

ち時間として考えられる．

　さて，林分が伐採されるための条件として，鈴木は，

林木の太さがちょうどプ齢級で尾mmになったら伐

採されるというモデルを仮定している．すなわち，直径

を林分が伐採されるための基準として理解している．現

在の我が国のように多数の森林所有者がそれぞれの自由

意志によって，原則的には自由に伐採を行っているとこ

ろでは，その基準を林分の直径に求めることは，所有者

の利益，利用可能な木材の収穫等を考慮すると，比較的

無難な想定ではないかと思われる．このような仮定によ

って，減反率とは，林木がある直径尾mmになるまで

の待ち時間の分布と理解することができる．
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　さて，図一1は林分の直径遷移を直径と時間の両軸上

に三次元に模式的に表わしたものである．ここで，これ

をある一定な時刻において切った曲線は，その時刻にお

ける林分の直径分布を表わしていることになる．一方，

ある一定な直径で切った曲線は，同じ林分がある直径に

なるまでの待ち時間の分布，すなわち減反率の分布曲線

であることがその定義から理解される．このように，林

分遷移と林齢遷移は1つの林分の直径遷移より，それそ

れ時間軸，直径軸を定めることによって知ることができ

るのである．

　　　　純出生過程としての直径生長

直径を尾で表わし，離散量（尾＝O，1，2，．．．．）とす

る．年齢をカで表わし，連続量（な≧O）とする．年齢

（広，叶幼の間に直径尾のものが尾十1以上に太る確

率を伽（¢）出十〇（助とする．O（∂二）は尾十2以上に太

る確率であり，その大きさは澁より小さいオーダーで

ある．

　ここで，ガ（な）を年齢広において直径尾のものが存

在する確率であるとすると，

　　み（玄十助＝｛1一伽（玄）妨＾（¢）十伽一1（2）励＾一1（カ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　十〇（的

　　”十∂ト仰）＝＿声、（・）〃）

　　　　　カ

み→Oとすれば，

・ク1一舳一ω・O穿）
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　　　戸比（広）＝一声比（玄）ノ㌦（玄）十クκ一1（玄）ガー1（工）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（尾＝1，2，．．．）

ととなる．初期条件を

　　　、汽（O）＝1，ノ云（O）＝0　　　　　　　　　　　　　（是：1，2，．．．）

とすれば，尾＝Oのとき第2項がなくなり，1

　　　∫1。（之）＝一ク。（左）！。（広）

となる．これが直径分布介（云）を決める方程式である．

この方程式は伽（云）を与えれば，是＝O，1，2，．．．と順次

解いていくことができる。

　＾（玄）は隼齢τまでに直径尾以上になる確率である．

次に（玄，叶幼時間以内に直径がちょうど尾になる確

率Fκ（カ）を求める．太り方を排反な2つの場合に分け

て，

　（1）　（O，τ）にト1になっていて，（之，¢十∂ヵ）に尾

　　になる場合．

　（2）”を2より大きな任意の値として，（O，¢）に尾

　　一”になっていて，（¢，叶助に尾になる場合．

とすると，（1）の場合の確率は，

　　ノ㌔＿1（カ）｛クκ＿1（玄）∂カ十〇（∂な）｝

に等しく，また（2）の場合の確率は，

　　Σ］ノ㌔＿”（¢）｛カκ＿”（な）十0（∂左）｝”

となり，後の値はカが限りなく小さなときには，無視

することができるから，

　　榊）イー、1伽．、（な）

となる．

　　　　　　　　片（玄）の3つの型

　ク比（z）は年齢ごにおける直径尾の生長率を表わして

いると考えられる．直径の生長現象はlM1tscher11ch式
　　　　　　　　　　　　7）
になることが知られている．よってクκ（¢）について次の

3つの場合について考察する．

　（1）平均生長率　　　クゐ（な）：〃

　（2）時間のみの関数伽（カ）＝ルグα

　（3）直径のみの関数伽（カ）＝o（W一尾）

Case　I．　ク危（カ）＝ルク

　生長率ク比（オ）は年齢，直径に無関係で一定である。こ

の場合，み（〃）の方程式は，

　！！κ（f）＝一峨ゐ（カ）十峨r。（広）　　（尾＝1，2，．．．）

　　∫！。（カ）＝一ル硫（¢）、

　五（O）＝1，ノ㌔（O）＝O

となる．これを解くと，

　！、（・）」”）ゐ、一亙・

　　　　　　〃

　Fゐ（な）＝以㎜）ト1r〃1
　　　　　　（尾一1）！

（尾二1，2，．．．）

となる．凪（z）は1「一分布であって，その平均値E（玄），

および分散吻r（z）は，

　　　　　　是　　　　　　　　尾
　　亙（左）＝T・γαブ（玄）一〃・

となる．以上，Case　I．については，すでに多数の報告

がある．

Case　II．　伽（z）＝1＼たθ一ω

　　クκ（左）に時間のみの関数としてMitscher1ich式

　　妥一泌・一・　（ツ：直径），

を代入する．このとき，＾（玄）の方程式は，

　　∫！ん（カ）：一！、たグcゲκ（玄）十ムなθ■α派＿1（¢）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（尾＝1，2，．．．）

　　■。（カ）：一1V6グ閉（広）

　　ノら（O）＝1，ノ㌔（O）＝O　　　　　　　　　　　　　　（尾＝1，2，．．．）

となる．その解は，

　　　　　1　　〃）一尾1／1〉／1一θ・α）｝ん・・p［一1〉11寸α）コ

　　　　　｛N（1一グα）｝ト1
　　1＝㌃（乏）一　　　　　　　　　　　　exp［一1V（1一θ・α）コ〈た6一ω
　　　　　　　（ト1）！

となる．

　次に，Fκ（玄）の平均値，分散についてであるが，玄に

関する平均値，分散は非常に複雑な形になる。単にこの

分布の特性を知るには複雑な式を求める必要はない．こ

こでは1一ザωに関する平均値E（1一θ一α）および分散

吻7（1一θ■α）を求める．

亙（・一・咋∫二（トグ仙（1）∂1

ここで，エ＝1V（1一θ■α）とおくと，

・（・一州一∫片（～、）1介い加

一∫ゴ（尾考w柵一嘉怜辛ヂ

　　　　　　　　　　　　　尾
　　　　　　　　　　　　一N1亙（尾十1）

となる．ここで1如（是十1）は不完全ガンマ関数比（Inc－

omp1ete　Ga皿ma　Funct1on　Rat1o）である。

　同様にして，

・1（・一・州一∫；（・一グ悩（・）批

一／㍍崇1）’舳一（尾烏）け緒茅）

　　　　　　　　　　　　　（是十1）尾
　　　　　　　　　　　　＝W・1w（尾十2）

　．．1〃（1一グα）＝亙｛（1一ザc6）2｝一｛亙（1一θ一6ε）｝2

　　　尾（尾十1）　　　　尾2
　　－W∫亙（尾十2）一W｛1・（尾十1）｝2

となる．

Case　III．　伽（カ）＝o（1V一尾）

ク地（ヵ）は直径のみの関数で表わし，M1tscher11ch式
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Tab1e1． Three　Types　of伽（む）and凧（8）

pk(t) Fk(t) (Expectation, Variance) 

Case I M 
M ( j~lt)k - l 

exp[-Mt], E(t)= 
k
 Var(t) = 

k
 

(k - 1) ! M' l~l2 

Case II Nce~ct 
N(1-e~ct)k-l 

(k - 1) ! 
exp[ - N(1 - e ~ ct)]Nce ~ ct 

E(1-e~ct) :~ 
k
 

N 
IN(k + 1) 

Var(1 e~ct)= k(k+1) 1,~'(k+2) k2 [IN(k+1)]2 1¥~ ~N"" 

Case 111 c(N - k) 
N! c 

(k - 1) ! (N- k) ! 
(e~ct)N-k+1(1-e~ct)h l 

E(e~ct) = 
N- k + 1 

, Var(e~ct):=: k (N-k+ 1) 
N+ 1 (N+ 1)･ (N+ 2) 

　　勿一。（N＿ツ）　　　　　　　　　　（ツ・直径）

　　カ

を用いる．＾（カ）の方程式は，

　戸危（〃）：一6（N一尾派（之）十6（1V一尾十1）旅一1（¢）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（尾：1，2，．．

　戸。（カ）＝一0蝋（τ）

　ノ㌔（O）＝1，ノを（O）＝O　　　　　　　　　　　　　　　（尾＝1，2，．．

となり，これを解くと，

．）

．）

州一（か一叩一1（・一1イ1）l

　　　　　　N’！c
酬一（ト1）1（N＿居）1（グcε）亙．肘1（1－6一α）ト1

となる．

凧（カ）の平均値，分散はCase　II．と同様の理由で，

この場合はグωに関する平均値E（グα）および分散

吻7（θ一α）を求めることにする．

亙（・咋∫卜榊）”

ここで，”＝6■αとおくと，

・州一／：て尾．1）洛．尾）1∬川（・一州・

W一尾十1　「（1V＋2）　B（W一尾十2，是）
1V＋1　　　1□（尾）1「（1V一尾十2）

W一尾十1

　　　N＋1
となる。

同様にして，

炉）一／卜榊・1－ll（尾一。船。是）1

　　　　　　　　　　　　　が一肘2（1一”）ト1伽

＿（1V一尾十2）（1V一尾十1）　　r（1V＋3）

　　（1V＋2）（1V＋1）　　r（尾）r（1V一尾十3）

　　　　　　　　　　　　　　　B（W一居十3，尾）
＿（1V一尾十2）（N一ん十1）

（W＋2）（1V＋1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　是（1V一尾十1）　．．吻ブ（グα）＝E（6－2α）一E（グα）｝2＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1V＋1）2（1〉’十2）

となる．

　以上，3種の場合についての結果をまとめると表一1

のようになる．

　このようにして，従来の減反率モデルに，減反率を直

径生長の関係から新たに2種のモデルを誘導することが

できた．これら2種のモデルの平均値，分散以外の特性

および従来のモデルとの比較，さらには具体的にどのよ

うにして減反率や式中に現われるパラメータを決定する

かについて，今後検討を加えていかなければならない．

　　　　　　　　ま　　と　　め

　林分が植栽されてから伐採されるまでの待ち時間とい

う減反率の概念に，新たに林木がある直径になるまでの

待ち時間という考え方をつけ加え，鈴木の減反率モデル

に直径生長より演緯された2種のモテルを加えた．

　これら各種の減反率モデルは，ともに確率過程におけ

る滉合型マルコフ過程の応用である．すなわち，時問は

連続的，状態は離散的にあつかったものである．本論で

は，混合マルコフ遇程の申でも最も単純な純出生遇程，

すなわち，系が時間間隔（広，叶∂ヱ）において，そのま

ま元の状態にとどまっているか，あるいはその間に移動

するとすれば，1径級上の状態にしか移動できないとす

る過程である．しかし，この最も単純な過程の応用では

あるが，ある程度明確に，直径生長と減反率との関係が

把握されたように思われる．
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Summary 

l "Gentan probability" q(j) rs the probabilrty that a initial forest will be reserved till 

j age-class and will be cut in the same j age-class. The probability q(j) is the life 

span distribution of forest stands in a district. In almost all countries, at present, each 

individual owner of forests is treating his forests of his own will. So q(j) is considered 

as a kind of waiting time up to the first replacement. Now we assume that a forest 

stand will be harvested when the mean diameter is k mm wide. q(j) is considered as 

the probability that the tree becames k mm across at j age-class. And it imparts a new 

meaning to q(j), as a waiting time untill the tree becames k mm across. Therefore, we 

can interpret "diameter growth" and "Gentan probability" in the same model, such as 

Fig. 1. 

2. Applying the Markov Chain theories, the auther derived two formulas which give 

the life span distribution of forest stands as well as Suzuki's one*. 

* Fk(t)=M(Mt)h-1 exp[ Mt] 
(k - 1) ! 

Fk(t)=N(1-e~'t)k~1 exp[ N(1 e 't)]Nce 't 
(k - 1) ! 

N!c Fk(t)= (k-1)!(Ar-k)i (e~'t),~' k+1(1 e 't)k l 


