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要 旨

現実の機械装置において，すべてのアクチュエータや動力伝達機構には有限の

動作範囲が存在する．たとえば，モータはその定格出力特性から，トルクと回転

数には限界があり，モータの回転動作を直線動作に変換するラックピニオン機構

は有限のラック長しか動くことができない．これらの最大値と最小値の範囲で規

定されるような機械装置の動作範囲の制約の中で，制御目的を達成しようとする，

状態制約を考慮した制御問題は，工学において避けられない課題として，制御理

論の研究が進められてきた．

一方で，状態の動作範囲が平衡点近くに限られる場合，非線形系はオイラー近

似などの近似手法を用いて線形系に近似でき，線形制御理論によって比較的簡単

に安定化制御則を求めることができる．この観点で設計された制御系は，モデル

誤差や外乱の影響により状態が平衡点から大きく離れたとき，制御性能が劣化し，

最悪の場合不安定となるため，状態を小さな範囲で制御する方が望ましい．この

ような線形化近似を含んだ非線形系の制御問題に対して，入力飽和を援用し，小

さな値の範囲の入力を使うことで状態を小さな値の範囲に保ち，本来無視される

非線形項を大きくしないことによって大域または準大域安定性を達成する制御則

が提案されている．この種の飽和制御と近似線形化を用いた制御理論は，状態制

約のある非線形系を含んだ広いクラスの制御対象に対して，計算コストが低く実

装も簡単な，実用的な制御則を与える．

本論文では，状態制約の中でも特にアクチュエータの移動幅に制約のある制御

対象に対して，入力飽和制御を用いた制御系の設計手法を提案する．提案する設

計法に共通する基礎原理は，制御対象の線形化モデルの入力からアクチュエータ

振幅までの伝達関数関係を用いて，状態制約を入力制約に変換する入力変換手法

と，制御対象から不安定極をもつより低次元な不安定部分系を分離し，より低次

元な部分系の安定化問題に定式化するモード分解法，そして，以上の手順で定式

化された入力制約付き線形不安定系の安定化問題に対する飽和制御設計法である．



制御対象は線形化プラントが不安定ダイナミクスを持つ制御系から，制御工学上

のベンチマーク問題として良く用いられる，倒立振子系の倒立安定化問題と，ボー

ルビーム系の安定化問題を選んだ．

倒立振子系に対しては，駆動台車の振幅制約を考慮した安定化問題について，飽

和関数を用いた線形フィードバック制御則を提案した．提案法は，モード分解法

で分離された負の実数極を持つ１次不安定部分系に対して，入力飽和を持つ線形

状態フィードバック制御則を設計し，駆動系の時定数を 0に近づけることで，安

定化可能な初期値の集合で示した安定領域の広さを最大化できる．非線形モデル

を用いた場合の実際の安定領域の広さは，非線形シミュレーションにより網羅的

に調べ，線形化誤差によって縮小される実際の非線形吸引領域を検証した．提案

法の制御性能や振り上げ制御との組み合わせは，実機実験により検証した．

ボールビーム系に対しては，ビーム角の制約を考慮した安定化問題について，制

約のもとで線形化モデルの大域的漸近安定化を実現する入れ子形飽和制御則を提

案した．提案法は従来法に比べてゲインが調整可能なため，応答特性の改善が可

能であるというメリットをもつ．また，提案法の欠点である定常偏差の問題を改

善する，誤差飽和型 IMC構造を導入した．同構造は飽和制御系の目標値応答や外

乱応答に対して，定常特性を改善し，かつリセットワインドアップ現象を抑制す

る有効な方法である．提案法の有効性は，他の３つの制御手法との比較を行った

シミュレーションと実機実験により検証した．さらに，同制御則について，安定

な非最小位相系の直列結合を含んだより広いクラスの制御問題へと拡張した設計

法を示した．むだ時間を追加したボールビーム系に対して拡張された設計法を適

用し，提案法の有効性を実機実験により検証した．
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1. 諸言

現実の機械装置において，すべてのアクチュエータや動力伝達機構には有限の

動作範囲が存在する．たとえば，モータはその定格出力特性から，トルクと回転

数には限界があり，モータの回転動作を直線動作に変換するラックピニオン機構

は有限のラック長しか動くことができない．これらの最大値と最小値の範囲で規

定されるような機械装置の動作範囲の制約の中で，制御目的を達成しようとする，

状態制約を考慮した制御問題は，工学において避けられない課題として，体系的

に制御理論の研究が進められてきた．また，近年の産業機械の集積化や小型化の

要求，および人と機械の協働における安全性の観点から，最小限の性能で設計さ

れた駆動装置を使って最大限の制御性能を発揮できる制御手法としても期待され

ている．

過去の文献では，有限時間先の状態を逐次予測して状態制約を逸脱しない制御

入力を計算するモデル予測制御手法 38)や，制約付き非線形最適化問題を効率的に

計算する安定多様体法 5)を用いた最適アプローチ 7)，変数の消去や変換によって

状態制約のない問題へ帰着させるシステム蘇生変換アプローチ 36)，同じく変換に

よって状態制約を入力制約へと変換し入力飽和付き安定化問題として解く飽和制

御手法 3)などが制御対象の線形，非線形を問わず幅広く研究されている．

特に，アクチュエータ飽和に由来する入力制約を扱った制御系の安定性・性能

解析は，過去の十数年の間に数多くの結果 14),37)が示され，いまだ活発な議論が

続いている．研究結果では，入力制約を考慮した線形系のクラスにおいては，す

べてのシステムの極が閉左半平面に存在する，いわゆる安定系に対して，任意の

線形状態安定化フィードバック則が飽和の影響にさらされても大域的漸近安定性
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が保たれる 37)ことが知られており，実部がゼロの極を含むシステムに対しても大

域的漸近安定化を実現する制御手法の存在が示されている 30),29)．また，システム

の極が閉右半平面に存在する不安定系においては，飽和の存在により安定化制御

則が大域的に働かないため，大域的漸近安定性が保証されないのは自明であるが，

制約された入力を用いて原点へと制御可能な状態の集合を示した吸引領域の概念

を用いて，原点まわりの局所的な安定性とその範囲を極大化する制御手法が考察

されている 14), 37)．

一方で，状態の動作範囲が平衡点近くに限られる場合，非線形系はオイラー近

似などの近似手法を用いて線形系に近似でき，線形制御理論によって比較的簡単

に安定化制御則を求めることができる．この観点で設計された制御系は，モデル

誤差や外乱の影響により状態が平衡点から大きく離れたとき，制御性能が劣化し，

最悪の場合不安定となるため，状態を小さな範囲で制御する方が望ましい．このよ

うな線形近似を含んだ非線形系の制御問題に対しても，入力飽和を使用し，小さ

な値の範囲の入力を使うことで状態を小さな値の範囲に保ち，本来無視される非

線形項を大きくしないことによって特定のクラスの非線形系に対して大域または

準大域安定性を達成する制御則が提案されている 8), 29)．この種の飽和制御と線形

近似を用いた制御理論は，非線形系を含んだ広いクラスの制御対象に対して，特

定の状態制約を考慮できる実用的な制御則を与え，制約付き非線形系の安定化問

題を扱った従来の制御手法に比べ，実装も簡単で，より計算コストが低いという

メリットをもつ．

これらの飽和を含む制御系の安定性に関する一連の研究の中でも，状態制約や

出力飽和を扱った例 14)が報告されているが，安定性解析を含んだ統一的な制御系

設計理論の枠組みは未だ提案されておらず，具体的な実験例も少ない．

本論文では，状態制約の中でも特にアクチュエータの移動幅に制約のある制御

対象に対して，入力飽和制御を用いた制御系の設計手法を提案する．提案する設計

法の基本的な手順を以下に示す．まず，制御対象の数学モデルから第一原理計算で

得られた非線形微分方程式について，駆動系を任意の方法で事前安定化し，任意

の制御平衡点まわりでオイラー近似して線形化された系の状態方程式を得る．次
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に，得られた状態方程式の入力からアクチュエータ振幅までの伝達関数関係を用

いて，状態制約を入力制約に変換する．次に，モード分解法 22), 24)を用いて，状態

方程式から不安定極のみをもつより低次元な不安定部分系を分離し，状態制約を

考慮した全体系の安定化問題を，より簡単な入力制約を考慮した縮退部分系の安

定化問題に定式化する．この問題の解は，上記の入力制約を扱った線形系の安定

性解析によって得られる．

制御対象は線形化プラントが不安定ダイナミクスを持つ制御系から，制御工学上

のベンチマーク問題として良く用いられる，倒立振子系の倒立安定化問題と，ボー

ルビーム系の安定化問題を選んだ．

本論文の内容は以下のとおりである．

２章では，駆動台車の振幅制限を考慮した倒立振子系の倒立安定化制御問題を

考察する．倒立振子は，種々の制御則の検証用モデルとして普及しているもっとも

一般的な実験装置の 1つで，現在もこの系の制御法に関する研究が行われている．

振子が鉛直上向きで倒立静止している状態を平衡点として線形近似すると，駆動

系を除いた振子の転倒運動の状態方程式は１つの正の実数極と１つの負の実数極

を持つ不安定系となる．本章で扱う台車の振幅制限を考慮した倒立安定化問題に

対して，Linら 1)は，与えられた姿勢から倒立振子を安定化する際に，できるだけ

台車の移動幅を小さくする線形制御則を開発した．Linらの制御則は，制御系の 4

つの極のうち，2つの実部を非常に小さくし（負の方向に大きくし），1つを制御

対象固有の安定極に，残りの 1つを零に近い負の値に設計することで，台車の移動

幅を下限に近づけるが，台車の運動に遅いモードが現れる欠点を持つ．提案法で

は，モード分解法で分離された負の実数極を持つ１次不安定部分系に対して，入

力飽和を持つ線形状態フィードバック制御則を設計する．提案法が線形の範囲で

動作する場合，制御系の極は Linらの方法に似た極配置となるが，零に近い負の

極をより小さく（負の方向に大きく）設計できるため，良好な応答特性をもつ制

御系が設計できる．また，与えられた制御則に対して，安定化できる初期状態の

集合全体がわかれば，制御則の適用範囲がわかるので便利であるが，一般に，そ

のような集合を求めることは容易ではなく，同問題を扱った他の論文 1), 18), 4)にお
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いても，そのような集合を求めていない．本章では，入力制約のある制御系に対

する吸引領域の概念を導入し，生成される吸引領域を理論計算とシミュレーショ

ンにより検証する．提案法の応答性能は，シミュレーションと実機実験により検

証する．

３章では，ビーム角の制限を考慮したボールビーム系の安定化制御問題を考察

する．ボールビーム系はビームの上に置かれたボールの位置をビームを傾けるこ

とによって制御しようとする系であり，制御理論の学習および検証用の制御対象

として普及している 16–18)．ボールの運動方程式に重力項や遠心力項の非線形項が

あり，これらを考慮したボール位置のサーボ問題 19), 20)や，系の半大域的安定化問

題 8), 9), 39)が研究されてきた．また，ビームが水平でボールが静止している状態を

平衡点として線形近似すると，駆動系を除いたボールの運動の状態方程式は２つ

の零極をもつ不安定系となる．この系の安定化問題にモード分解法と制約変換を

適用すると，問題は入力制約付きの二重積分器の安定化問題として定式化される．

Teel30)と Sussmannら 29)はこの種の入力制約付き多重積分器系を安定化する制御

則の中に，入れ子構造の飽和関数を持つ状態フィードバック制御則があることそ

れぞれ独立して示した．これらの文献ではより高次で虚数極を含んだより広い対

象に適用可能な一般的な設計法を示しているが，示された制御則には調整可能な

フィードバックゲインがなく応答特性が改善できなかった．本章では，線形の範囲

で任意の極配置を可能とする新たな入れ子形飽和制御則の設計法を提案し，任意

のボール位置で安定化を達成するための実装時の計算アルゴリズムを示す．また，

提案した飽和制御則は平衡点近傍で線形状態フィードバックに一致する構造を持

つため，積分特性を持たず，そのままでは外乱やモデル誤差により，ボール位置に

定常偏差が残る．しかし，積分器を有する線形補償器を用いた場合に，入力飽和

により大きなオーバーシュートや不安定化が生ずるリセットワインドアップ現象

14)が知られており，提案法に積分器を追加して定常偏差を小さくすることは困難

である．安定化された非線形プラントの，モデル誤差による性能劣化を改善する

ため，内部モデル制御法 31)(以降 IMC法と呼称）が提案されているが，プラント

の出力側に入る外乱に対しては上記のリセットワインドアップが生じるため，こ
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れを抑制するアンチワインドアップ補償器が必要となる 32)．本論文では，飽和制

御則で安定化されたプラントとそのモデルの出力誤差のフィードバック量を絞る

飽和関数を追加した誤差飽和型 IMC構造を導入する．提案法の有効性は，シミュ

レーションと実機実験により検証する．

４章では，３章で示したビーム角の制限を考慮したボールビーム系の設計法を，

むだ時間のような非最小位相系が線形結合されたより広いクラスの制御対象に適

用可能な設計法に一般化する．また，一般化されたプラント表現を用いて，提案

法の持つレギュレータ・オブザーバ構造が，ある IMC構造を持つコントローラと

一致することを示す．また，入力にむだ時間を含んだボールビーム系についての

設計例を示し，提案法を用いた場合の制御則の有効性をシミュレーションと実機

実験により検証する．

５章では，結言として各章で得られた主要な成果をまとめる．
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2. 台車の振幅制限を考慮した倒立振

子系の倒立安定化制御

2.1 はじめに

倒立振子系は，種々の制御則の検証用モデルとして普及している．また，この

系は，劣駆動，非線形，不安定という性質を持つ興味深い制御対象であるので，現

在もこの系の制御法に関する研究が行われている．

本章では，台車の振幅制限を考慮した倒立振子の安定化問題を考える．この問

題に対して，Linら 1)は，与えられた姿勢から倒立振子を安定化する際に，できる

だけ台車の移動幅を小さくする線形制御則を開発した．振子の等価振子長を Lと

し，ωn =
√
g/L とする．また，ϵ を小さな正数とする．Linらの制御則は，制御系

の 4つの極のうち，2つの実部を非常に小さくし（負の方向に大きくし），1つを

−ωn （制御対象の極の 1つ）とし，残りの 1つを −ϵ とするものである．そして，

ϵ→ 0のとき，台車の移動幅はその下限に近づく．ただし，−ϵ の極のため，台車

の運動に遅いモードが現れる．吉田ら 2)は，台車の移動幅を小さくする制御則と

して，制御系の 4つの極のうち，2つを非常に小さな実重極とし，残り 2つを共役

な複素数−ζωn ± jωn

√
1− ζ2 （ζ = 0.6 ∼ 1） とする制御則を提案した．この制

御則は良好な応答特性を与えるが，Linらの制御則に比べ，台車の移動幅が大きく

なる．Weiら 4)は，振子の位相面軌道に基づいて，台車の加速度をバンバン制御

する非線形制御を提案した．Weiらの制御則は，台車の移動幅，応答特性の点で良

好な制御性能を達成できるが，モデル誤差や観測ノイズの影響を受けやすく，ま
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た，台車の加速度を正確に制御できるアクチュエータが必要となる．梅田ら 7)は，

安定多様体法 5)を用いて，状態制約をもつシステムに対する非線形最適制御器の

設計法を提案した．この安定多様体法は，非線形最適制御問題に対する近似解を

効率的に得る方法の１つで，倒立振子の振り上げ制御 6)の研究により，その効果

や実用性が報告されている．しかし，梅田らの方法では近似解を最適解に漸近さ

せる過程に繰り返し計算を要することから計算コストの問題が存在し，また有効

性の理論的解析も難しい．梅田らは同論文で，制約問題を扱うことができる代表

的な手法として，モデル予測制御を挙げているが，同様に計算コストが問題であ

ると述べている．

与えられた制御則に対して，安定化できる初期状態の集合全体（吸引領域）が

わかれば，制御則の適用範囲がわかるので便利であるが，一般に，そのような集

合を求めることは容易ではなく，上記の論文 1), 18), 4)においても，そのような集合

を求めていない．

文献 3)において，台車に振幅制限がある倒立振子の安定化問題に対して，振幅

制限を満足し，できるだけ線形モデルの吸引領域を大きくする飽和制御則が提案

された．本章では，特に，この制御則を用いて構成された制御系の非線形モデルの

吸引領域の可視化による解析によって，制御則の有効性を検討する．本制御則は，

Teel8),9)，Aguilarら 10)の飽和関数を用いた制御則の構造に似ている．Teel8),9)は，

特定の 1入力非線形系のクラスに対して，入れ子型の飽和関数を用いて準大域的

安定を実現した．また，Aguilarら 10)は，同様の構造を倒立振子系に適用し，振

子上半面の広い範囲で安定化可能な制御則を提案した．これらの制御則は，状態

フィードバックと飽和関数を用いて，いくつかの状態を小さい値に保ったまま系

を安定化する．

理論解析は，Linら 1)と同様に倒立振子の線形化モデルに基づいて行う．本制

御則は 2つの設計パラメータ T > 0, k > 0 を持つ．T は台車サーボ系の時定数で

あり，k は線形の範囲における制御系の極の 1つを指定するパラメータである．T

を 0 に近づけると，吸引領域はその上限に近づく．また，本制御則を線形の範囲

で使う場合，制御系の極は {−1/T,−1/T,−ωn,−k} となる．Linらの制御則と違
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い，吸引領域を大きくするために，k を 0に近づける必要がないため，良好な応答

特性をもつ制御系を設計できる．

本章は次のように構成される．2，3節では，問題の記述と制御則の設計法，そ

して吸引領域の条件式を示す．3.1節の内容はほぼ文献 2)の結果の再掲であるが，

速度フィードバック補償と I-P型補償器の使用により，摩擦などのモデル誤差に対

してよりロバストなサーボ系を設計している点が新しい．3.2，3.3節の内容は文

献 3)で得られた結果である．4節では，提案法の制御特性と生成される吸引領域

をシミュレーションにより検討する．5節では，実験装置を用いて，種々のモデル

誤差に対する提案法のロバスト性を検討する．

2.2 制御対象のモデリングと問題の記述

本章で考える倒立振子系のモデル図と実験で用いた装置の外観をそれぞれ Fig.

2.1と Fig. 2.2に示す．台車に振子の支点が取り付けられており，振子は抵抗なく

回転できるとする．θ(t)，r(t)，u(t) はそれぞれ時刻 t における振子の角変位，台

車の変位，台車に作用する力である．M は台車の質量，m は振子の質量，L は振

子の等価振子長，g は重力加速度である．

m ≪ M と仮定して台車の運動方程式を簡単化した倒立振子の運動方程式は次

式となる 11)．

Mr̈ = u− F ṙ (2.1)

θ̈ =
g

L
sin θ − r̈

L
cos θ (2.2)

ここで，F は台車駆動系の粘性摩擦係数である．a を r の許容振幅とする．

|r(t)| ≤ a (2.3)

問題は，(2.1)，(2.2)式で表される倒立振子系に対して，(2.3)式を満たし，かつ

倒立状態での吸引領域をできるだけ大きくする漸近安定化制御則を求めることで

ある．
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Fig. 2.1: Inverted pendulum system.

Fig. 2.2: View of the experimental system.

2.3 設計法

2.3.1 入力制約問題への変換

設計を容易にするため，(2.2)式を θ = 0近傍で線形化する．

θ̈ =
g

L
θ − r̈

L
(2.4)
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Fig. 2.3: Block diagram of the cart drive system.

台車系 (2.1)式は，あらかじめ以下のように安定化する．まず，新たな入力 u0 を

導入し，次式の速度フィードバック補償を行う．

u = Fv(u0 − ṙ) (2.5)

Fv を十分大きく与えたとき，高ゲインフィードバックの原理
12)により以下の伝

達関数が近似的に実現される．

r(s)

u0(s)
=
Ka

s
(2.6)

ここで，Kaは 1に近い正数である．また，u0(t)，r(t) のラプラス変換をそれぞれ

u0(s)，r(s) と記した．さらに，vを新たな入力とし，vから rまでの伝達関数が

G(s) =
r(s)

v(s)
=

1

(1 + Ts)2
(2.7)

となるように I-P型サーボ系を構成する (Fig. 2.3)．T > 0は設計パラメータであ

る．(2.7)式の時間領域における表現は

r̈ = − 1

T 2
r − 2

T
ṙ +

1

T 2
v (2.8)

である．

[r(0) ṙ(0)]′ = 0 から |v(t)| ≤ a を満たす v によって到達可能な (2.8)式の解

[r(t) ṙ(t)]′, ∀t ≥ 0 すべての集合を R とする．次の二つの条件

[r(0) ṙ(0)]′ ∈ R (2.9)

|v(t)| ≤ a

∥g(t)∥1
, ∀t ≥ 0 (2.10)
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が成立すれば，(2.3)式が満たされる 2)．ここで，∥g(t)∥1はG(s) のインパルス応

答 g(t) の 1ノルム 13)であり，(2.7)式より，∥g(t)∥1 =
∫∞
0

|g(t)|dt = 1と計算でき

る．よって，(2.10)式は次式となる．

|v(t)| ≤ a, ∀t ≥ 0 (2.11)

(2.4)，(2.8)式を，文献 11)でも使われた次の状態

x = [r , ṙ , r + Lθ , ṙ + Lθ̇]′ (2.12)

を用いて，状態方程式で表すと次式を得る．

ẋ = Ax+Bv (2.13)

ただし

A =



0 1 0 0

− 1

T 2
− 2

T
0 0

0 0 0 1

−ω2
n 0 ω2

n 0


, B =



0
1

T 2

0

0


である．ここで ωn =

√
g/Lとおいた．Aの固有値は {−1/T,−1/T,−ωn, ωn}で

ある．

問題は，「(2.9)，(2.11)式の下で，(2.13)式を安定化する制御則を求めよ」とい

う，取扱いがより簡単な入力制約問題となった．この問題の解として得られる制

御則は，(2.3)式を満たすので，元の問題の解である．

2.3.2 部分状態フィードバック制御による安定化

座標変換によって (2.13)式を安定な部分系と不安定な部分系に分離し，2.3.1節

の問題を「不安定な部分系（1次系）を入力 v の振幅制限下で安定化する」とい

う，さらに簡単な問題に変換して解く．

次の座標変換を導入する．

w = Sx (2.14)
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ただし

S =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 + T (Tωn − 2) −T 2 s33 s34

T (Tωn + 2) T 2 s43 s44


(2.15)

s33 = −(Tωn − 1)2 + ωn

ωn

, s34 =
(Tωn − 1)2 + ωn

ω2
n

s43 = −(Tωn + 1)2

ωn

, s44 = −(Tωn + 1)2

ω2
n

S によって (2.13)式は次式に変換される

ẇ = Ãw + B̃v (2.16)

ただし

Ã = SAS−1, B̃ = SB

Ã =



0 1 0 0

− 1

T 2
− 2

T
0 0

0 1 −ωn 0

0 0 0 ωn


, B̃ =



0
1

T 2

−1

1


である．

Ã，B̃ の分割に合わせて，w を

w =

 ws

wu

 , ws =


w1

w2

w3

 , wu = w4

と分割する．設計の考え方は次のとおりである．wu 部分系を平衡点 wu = 0 のま

わりで局所的に漸近安定化する飽和制御則 v(t) = f(wu(t)) を構成し，これを系全

体に適用する．このとき，吸引領域にある初期状態に対して，wu(t) は 0 に近づ

くので v(t) も 0 に近づく．さらに，ws 部分系は漸近安定なので，ws も 0 に近づ

く．したがって，問題は次のように簡単化された．
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「(2.11)式の下で，wu 部分系を漸近安定化する制御則 v を求めよ．」

(2.16)式から，wu 部分系を局所的に漸近安定化する v の一つは次式で与えられ

る 14)．

v = −sat((ωn + k)wu, a), k > 0 (2.17)

ただし，sat(·, ·) は次式で定義される．

sat(ξ, a) = sgn(ξ)min{|ξ|, a} (2.18)

s4 を S の第 4行とすると，wu = s4x なので，(2.17)式は次式とかける．

v = −sat((ωn + k)s4x, a) (2.19)

2.3.3 wu部分系の吸引領域

次の正定関数を考える．

V =
1

2
w2

u (2.20)

この時間微分は次式となる．

V̇ = wuẇu = wu(ωnwu − sat((ωn + k)wu, a))

これから，|ωnwu(0)| < a のとき，V̇ (t) ≤ 0 となり，さらに，V̇ = 0 となるのは

wu = 0 のときに限られることがわかる．したがって，LaSalleの不変性定理 15)か

ら，wu 部分系は，|ωnwu(0)| < a，すなわち，次式を満たす初期状態 (wu部分系の

吸引領域)に対して漸近安定となる．

X0 =

{
x : |s4x| <

a

ωn

}
(2.21)

a/ωn は定数なので，X0の大きさは，∥s4∥ の大きさに反比例すると考えられる．

(2.15)式より，∥s4∥ は T の単調増加関数となるので，T → 0 のとき，∥s4∥ は最小

となり，吸引領域が最大となる．また，X0の大きさは kの値に依存しない．(2.9)，

(2.21)式から，初期状態 x(0) は次の集合に属さなければならない．

X1 =

{
x : |s4x| <

a

ωn

, [x1 x2]
′ ∈ R

}
(2.22)
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注意 1 v に飽和がないとし，T → 0 とするとき，初期状態 [r(0) ṙ(0) θ(0) θ̇(0)]′ =

[0 0 θ0 0]′ に対する |r(t)| のピーク値は k の単調増加関数となり，k → 0 のとき，

|r(t)| のピーク値はその下限 Lθ0 に近づく．このとき，本制御則を線形の範囲で

使う場合，本制御則は Linら 1)の制御則と同じ種類の制御則となる．

2.4 シミュレーションによる検討

制御対象のパラメータ ωnは今回使用した実験装置のものとした．

ωn = 5.98[rad/s], L =
g

ω2
n

= 0.274[m], g = 9.81[m/s2]

また，台車の許容振幅を a = 0.2[m]とする．以下では，提案法と Linらの方法の

制御則を比較する．

[Linらの方法による設計法 1)]

1) 台車駆動部に対して Fig. 2.3の補償を行う．

2) vを次式で与える．

v = −(ωn + k)s4x (2.23)

3) 設計パラメータ T, kに十分小さな正数を与える．

2.4.1 初期値応答の比較

倒立振子の非線形モデル (2.2)，(2.8)式と線形化モデル (2.13)式に対して提案法

を適用したシミュレーション結果を Fig. 2.4に示す．ここで設計パラメータ k は

k = ωnとし，T は次の 3種類を与えた．

T =
1

nωn

, (n = 1, 2, 5)

初期条件は，(4.5)，(2.22)式より，r(0) = 0, ṙ(0) = 0, θ̇(0) = 0とした場合の集合

X1の倒立限界角度 θaを用いて，T = 1/ωn に対する θaを 0.8倍したものを与えた．

(2.22)式から，θaは次式で計算できる．

θa =
1

g

aω2
n

(Tωn + 1)2
(2.24)
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Fig. 2.4: Numerical results for the proposed control law: the case for a small

initial state.

すなわち，

r(0) = 0, ṙ(0) = 0, θ(0) = 0.146 [rad], θ̇(0) = 0

とした．

Fig. 2.4より，提案法を用いることで台車の振幅制限を満たしながら安定化でき

ている．過渡応答は T を小さくすると速くなり，台車の振幅のピーク値が小さく

なる傾向が見られる．この場合，θ(0)が小さいためモデル間の応答の差が非常に

小さい．

次に，吸引領域がより大きくなる T = 1/(5ωn)に対する θaにより θ(0)を与えた

場合のシミュレーション結果をFig. 2.5に示す．ここで，θa|T=1/(5ωn) = 0.506[rad]
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を用いて，

θ(0) = αθa|T=1/(5ωn), (α = 0.7, 0.8, 0.9)

とした．その他の条件はFig. 2.4の非線形モデルのシミュレーションと同様とした．

Fig. 2.5では，初期状態が大きくなるにつれて，入力 vの飽和している期間が

長くなっており，α = 0.9では線形モデルの吸引領域に属す初期値であるにもかか

わらず振子の転倒が起こっている．このように，非線形モデルに対する吸引領域

は (2.21)式の領域より狭くなる．非線形モデルに対する吸引領域については次節

で考察する．

Fig. 2.5と同様の初期条件に対して，Linらの方法を適用した場合のシミュレー

ションをFig. 2.6に示す．ここで，設計パラメータは T = 1/(5ωn)，k = 0.01ωnと

した．

Fig. 2.6より，Linらの方法では，３つの初期条件のすべてに対して倒立が達成

されているが，初期条件によっては台車の振幅制限が満たされない．また，小さ

な kによる遅いモードが rの応答に現れている．

2.4.2 非線形モデルの吸引領域

非線形モデルを用いたシミュレーションから，安定化可能な初期値を調べる．簡

単のため次式の初期条件を用いて，θ(0)− θ̇(0)平面における安定化領域に限定する．

x(0) = [0 , 0 , Lθ(0) , Lθ̇(0)]′ (2.25)

シミュレーションは同平面のメッシュ状の点に対して行った．

Fig. 2.7に提案法を非線形モデルに用いた場合の吸引領域と，（2.21)式の吸引領域

（以降それぞれ，非線形吸引領域と線形吸引領域と呼ぶ）とを比較したグラフを示す．

ここで，設計パラメータは T = 1/(5ωn), k = lωn, (l = 0.1, 1, 2), a = 0.2[m]とし

ている．また，x(0)を用いて作られる吸引領域は原点対称となるため，θ(0)− θ̇(0)

平面上の第 1，2象限のみを示している．非線形吸引領域は，内部に安定化できな

い穴の領域をもっている．
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Fig. 2.5: Numerical results for the proposed control law: the case for a large

initial state.

Fig. 2.7より，提案法を用いて kをより大きく設定すると，安定化できない穴の

領域は拡大し，ある程度小さな k以下では穴の領域は完全になくなる．また，吸

引領域の外形の境界線は，kに対して変化が小さく，θ(0) = 0近くではほぼ変化が

見られない．kをさらに大きく設定した別のシミュレーションでは，吸引領域内部

に複数の穴が発生し，それぞれが拡大し最終的には原点近傍の非常に小さな領域

でしか安定化を達成できなくなることがわかった．また，kをさらに小さく設定し

たシミュレーションでは，不安定となる穴の領域が消え，領域がわずかに第 2，4

象限に広がる．

このような安定化できない穴が生じる原因は，提案法では台車が入力飽和によ

り本来の線形フィードバック時ほど素早く動けない区間があるためであると考え

られる．kを大きく与えるとき入力はより飽和しやすくなるため，不安定な領域も

17



0 1 2 3

Time [s]

0.4

0.2

-0.2

0

0.2

0.1

0

0.2

0.1

0

θ
 [

ra
d
]

r
 [

m
]

v
 [

m
]

α=0.9 α=0.8 α=0.7

Fig. 2.6: Numerical results for the control law of Lin et al.: the case for a large

initial state.

現れやすい．

次に，Linらの方法を適用した場合に生成される非線形吸引領域（制約値 a =

0.2[m]に対して安定化を達成し，かつ |r| ≤ aを満たす場合の初期値の集合）を

Fig. 2.8に示す．ここで，設計パラメータは Fig. 2.7と同様に T = 1/(5ωn)とし，

kは k = lωn, (l = 0.01, 0.1, 1)と変化させた．

Linらの方法を用いる場合，設計指針にもあるように k → 0と変化させるにし

たがって吸引領域は拡大する傾向があり，不安定な穴の領域は形成されないが，k

が大きな値を持つ場合，吸引領域は著しく縮小する．

このように，非線形吸引領域を用いて比較を行うと，提案法でも Linらの方法

と同様に T → 0, k → 0とすることが吸引領域を最大化する条件となっている．し

かしながら，Linらの方法に比べて，提案法では kをある程度大きくしても吸引領
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Fig. 2.7: Regions of attraction for the proposed method.

域の外側の境界線は大きく変化しないため，例えば，提案法を用いて不安定な穴

の領域が発生しない最大の kを設定することで，最大吸引領域に近い非線形吸引

領域を実現し，かつ応答に遅いモードが残る問題を解消できる．

Figs.2.7，2.8からわかるように，種々の T を設定し k → 0とした場合に，提案

法と Linらの制御則が生成する非線形吸引領域は必ずしも一致せず，似てはいる

ものの互いに包含関係のない極限吸引領域に近づく．この k → 0での吸引領域は

任意の kの吸引領域の中でも最大に近いが，非線形性のため，かならずしも極大

化されない．また，提案法では a, T が大きい場合には，不安定な穴の領域を消す

ためにより小さな kの設定が必要となる傾向がある．

r(0) ̸= 0, ṙ(0) ̸= 0の場合，rの振幅制限内で制御する本制御則では安定化領域

がより狭くなると思われるが詳細な検討は行っていない．

2.5 実機実験による検討

Fig. 2.2の倒立振子系において，台車はギヤド DCモータ（ツカサ電工製 TG-

85R-SU-23.5，定格出力 21[W]，減速比 1/23.5）およびプーリベルト機構（プーリ

のピッチ円直径 57.3[mm]）により駆動される．振子の角変位 θと台車の変位 rはエ

19



10

5

0
π/4−π/4−π/2 0

k= 0.01ωn
k= 0.1ωn
k= 1ωn

linear case
θ
(0
) 
[r

ad
]

θ(0) [rad]

・

Fig. 2.8: Regions of attraction for Lin et al.’s method.

ンコーダ（分解能はそれぞれ 7.68× 10−4[rad/pulse], 5.00 [µm/pulse]）により測定

した．コントローラはWindowsノートパソコン+DSP（エムエムティ製 s-BOX）

であり，制御用プログラムは C言語を用いた．サンプリング周期は 1[ms]とし，

x4 = ṙ + Lθ̇は rを入力とする (x3, x4)部分系に対するオブザーバーによって推定

した．ṙはFig. 2.3より ṙ = ũ0として求めた．台車の許容振幅は a =0.2[m]とした．

設計パラメータ T，kについて，まず台車駆動モータのバンド幅内で設定可能な

T = 1/ωnとし，非線形吸引領域の大きさと線形モードの速応性を考慮してk = 2ωn

とした．また，比較のため，Linらの制御則も同様に T = 1/ωnとし，非線形吸引

領域を大きくするように k = 0.1ωnと設定した．上記のT に対して両制御系の非線

形吸引領域はほぼ同じ大きさになる．初期値は吸引領域内にある適当な初期値とし

て，θ(0) = 0.08[rad], θ̇(0) = 0.45[rad/s]とした．これは，振子を倒立状態（x = 0）

から θが増加する方向に手でゆっくりと倒し，θ = 0.08[rad]となった時点で制御を

開始することによって与えられる初期値である．オブザーバは倒立状態から正し

い初期値（x3(0) = 0, x4(0) = 0）を用いて計算した．実験結果を Fig. 2.9に示す．

Fig. 2.9では，両制御則とも (2.3)式を満たしながら倒立を実現しており，台車

が原点近くに復帰した後には台車駆動系の不感帯や振子の回転摩擦抵抗などの非
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線形性に起因する原点近傍のリミットサイクルへと収束する．Linらの方法では，

提案法に比べて台車の原点への復帰が遅く，リミットサイクルに周期の長い振動

モードが見られる．以下では，θの検出誤差や ωnのモデル誤差がある場合の実験

を行い，制御性能の変化を考察する．また，振り上げ安定化制御に提案法を用い

た場合の有効性を検証する．

2.5.1 振子の角変位 θに検出誤差がある場合

θについて，以下の誤差を考える．

θ̂ = θ + θe (θe = const.) (2.26)

このような角度誤差 θeは，振子角度設定時のゼロ点のズレや台車が走行する床の

傾きの変化によって生じる．Fig. 2.9の実験条件に対して，θe = 0.005[rad]を与え

た場合の実験結果を Fig. 2.10に示す．

Fig. 2.10では，台車変位 rが振子倒立後に原点に復帰せず定常偏差を残してリ

ミットサイクルに収束している．また，その定常偏差は Linらの方法でより大き

くなっており，他の実験から θeの増加に比例して定常偏差が増加してゆくことが

わかった．

|θe|が十分小さい場合，線形計算から，台車の定常偏差 r(∞)は次式となる．

r(∞) = −
(
1 +

1

k
ωn

)
(1 + Tωn)

2 Lθe (2.27)

実験を行った制御則に対して，提案法で |r(∞)| = 8.22× 10−3[m]，Linらの方法で

|r(∞)| = 6.03 × 10−2[m]と計算でき，kをできるだけ大きく設定する提案法では

θeによる台車の定常偏差 |r(∞)|をより小さくできる．

2.5.2 振子の固有角振動数ωnにモデル誤差がある場合

ωnについて，以下のモデル誤差を考える．

ω′
n = γωn (2.28)

21



0 2

Time [s]

0.1

0.0

-0.2

-0.1

0.1

0.0

-0.1

0.2

0.1

0.0

θ
 [

ra
d

]
r
 [

m
]

v
 [

m
]

4 6 8 10 12 14 16 18 20

proposal method Z. Lin’s method

Fig. 2.9: Experimental results for the two methods.

係数 γは ωnの測定誤差によるモデル誤差を表しており，ω
′
nが (2.19)式の vやオ

ブザーバの計算に用いられる．Fig. 2.9は γ = 1の場合の実験結果であり，γを

変化させた場合の実験結果を Fig. 2.11，2.12に示す．ただし，初期値は θ(0) =

0.05[rad], θ̇(0) = 0.27[rad/s]とした．

Figs.2.11，2.12より，両方法とも，γ > 1の場合には台車の応答が振動的にな

り，γ < 1の場合には入力に大きなチャタリングが発生し台車の定常偏差が大きく

なっている．さらに γを大きくした場合には，徐々に吸引領域が縮小した．さら

に γを小さくした場合には，振子の安定化の途中で台車が振幅制限へと向かい安

定化ができなくなった．このような影響は提案法でより顕著に表れ，台車の振幅

制限下で倒立が達成された γの範囲は，提案法で 0.55 ≤ γ ≤ 1.30，Linらの方法で

0.55 ≤ γ ≤ 1.95であり，Linらの方法でよりロバストに安定性を維持できていた．

提案法は，(2.19)式で kを大きくするためフィードバックゲインが比較的大きく
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Fig. 2.10: Experimental results with measurement error in θ.

なる．これにより制御系の速応性は改善されるが，モデル誤差の影響を受けやす

くなる．ωnの測定誤差が大きいとき，kを小さめに設定することでこのような不

安定な摂動を抑制することができる．

2.5.3 振り上げ安定化制御に用いた場合

本制御則を文献 2)の振り上げ制御と組み合わせて行った実験について述べる．

a = 0.1[m]とし，本制御則のパラメータを T = 1/ωn, k = 2ωn，振り上げ制御のパ

ラメータを ζa = 1, c0 = 1, b0 = 0.08Vda/L, Vd = 2gLとした．また，振り上げ制御

の間，θ̇は θの測定値より差分近似で求めた．振り上げ制御から安定化制御に切り

換える基準として，r(0) = 0, ṙ(0) = 0とした非線形吸引領域内の領域として求め
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Fig. 2.11: Experimental results for the proposed method with modeling error in

ωn.

た以下を用いた．

|s4x| < 0.9
a

ωn

and |θ| < π

8
(2.29)

振子が鉛直下向きの状態 [θ θ̇ r ṙ] = [−π 0 0 0]から振り上げを行い，状態が上記

の切り換え関数内に入った時，安定化制御に切り換えた．安定化制御時は，上記

の２次元オブザーバを用いたが，この初期値設定に必要な θ̇には切り換え時の θ̇の

差分近似を用いた．実験結果を Fig. 2.13に示す．

Fig. 2.13において，安定化制御への切換点は

[θ θ̇ r ṙ] = [−0.373[rad] 2.301[rad/s] 0.008[m] 0.142[m/s]]

であり，安定化できていることがわかる．本実験で用いた振り上げ制御則は振子

が倒立状態に近づくにつれて r，ṙが 0に近づく特性がある．このため，上記の切

換点が非線形吸引領域内に含まれたと考えられる．安定化制御に Linらの方法を
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Fig. 2.12: Experimental results for Lin et al.’s method with modeling error in

ωn.

用いる場合にも，(2.29)式の切り換え関数により安定化が可能であった．ただし，

上述のように Linらの方法は遅いモードを持ち，台車の振幅制限は保証されない．

安定化制御でもオブザーバの代わりに θ̇の差分近似を用いて制御できたが，エ

ンコーダの量子化誤差のため平衡点近くではこの差分近似が高周波のパルス状信

号となり，台車の運動にチャタリングが生じやすくなった．

2.6 おわりに

本章では，文献 3)で提案された制御則の有効性を，数値シミュレーションと実

機実験により検討した．提案法は，同種の問題に対するLinらの方法と比べて，台

車の振幅制限を扱うことができ，またより速い台車の応答が得られるという利点
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Fig. 2.13: Experimental results for the swing-up and stabilizing control.

がある．提案法の非線形吸引領域は２つの設計パラメータ T, kを T → 0, k → 0と

設定することで大きくなり，Linらの方法と同等の最大非線形吸引領域を実現でき

る．また，提案法では Linらの方法より大きな kを設定しても，Linらの方法と同

程度の大きさの非線形吸引領域を得ることができた．すなわち，提案法では，設

計パラメータ T や台車の振幅制限 aに応じて kを設定することで，良好な応答特

性をもちながら，比較的広い非線形吸引領域を得ることができる．
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3. ビーム角の制限を考慮したボール

ビーム系の安定化制御

3.1 はじめに

ボールビーム系はビームの上におかれたボールの位置をビームを傾けることに

よって制御しようとする系であり，制御理論の学習および検証用の制御対象とし

て普及している 16–18)．ボールの運動方程式に重力項や遠心力項の非線形項があり，

これらを考慮したボール位置のサーボ問題 19), 20)や，系の半大域的安定化問題 8), 9)

が研究されてきた．後者では，遠心力項を大きくしないために，ビームの角速度

を小さく抑える効果を持つ飽和制御則が利用された．

一方，状態が平衡点近くに限られる場合，ボールビーム系は線形系として近似

でき，線形制御理論によって比較的簡単に安定化制御則を求めることができる．こ

の観点で設計された制御系は，モデル誤差や外乱の影響により状態が平衡点から

大きく離れたとき，制御性能が劣化し，最悪の場合不安定となるため，状態の制

約を陽に考慮した制御則が望ましい．また，現実の制御系は，アクチュエータの

性能限界や装置の可動範囲からくる，入力や状態の制約が存在するため，このよ

うな問題の解は，広いクラスの制御対象に対する実用的な制御則を与える 23)．

本章では，ビーム角の制約を考慮したボールビーム系の安定化問題を考える．ま

ず，ビーム駆動系を 2次遅れ系に補償することにより，ビーム角に対する制約問題

を入力制約問題に簡単化する．そして，モード分解法 22), 24), 25)によってボールの

不安定ダイナミクス（二重積分器）を分離し，問題をより簡単な入力制約付き二
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重積分器の安定化問題として定式化する．実部が非正の極を持ち，入力制約があ

るプラントを大域的に漸近安定化する制御則の中に，入れ子構造の飽和関数を持

つ状態フィードバック制御則があることが文献 30),29)で示された．これらの文献で

は高次の多重積分器に適用可能な一般的な設計法を示しているが，示された制御

則には調整可能なフィードバックゲインがなく応答特性が改善できなかった．本

章では，線形の範囲で任意の極配置が可能な新たな入れ子形飽和制御則の設計法

を提案する．

提案した飽和制御則は平衡点近傍で線形状態フィードバックに一致する構造を

持つため，積分特性を持たず，そのままでは外乱やモデル誤差により，ボール位

置に定常偏差が残る．しかし，積分器を有する線形補償器を用いた場合に，入力

飽和により大きなオーバーシュートや不安定化が生ずるリセットワインドアップ

現象 14)が知られており，提案法に積分器を追加して定常偏差を小さくすることは

困難である．

安定化された非線形プラントの，モデル誤差による性能劣化を改善するため，内

部モデル制御法 31)(以降 IMC法と呼称）が提案されているが，プラントの出力側

に入る外乱に対しては上記のリセットワインドアップが生じるため，これを抑制

するアンチワインドアップ補償器が必要となる 32)．本章では，飽和制御則で安定

化されたプラントとそのモデルの出力誤差のフィードバック量を絞る飽和関数を

追加した誤差飽和型 IMC構造を導入する．

本章はつぎのように構成される．第 2節では，制御対象の数学モデルおよび状

態制約の入力制約への変換について述べる．第 3節では，問題をさらに簡単な入

力制約付き二重積分器系の安定化問題として定式化し，系を漸近安定化する入れ

子形飽和制御則を示す．また，実装時の計算アルゴリズムも示す．さらに，誤差飽

和型 IMC制御系の設計法を示す．第 4節では，目標値応答と外乱応答に対するシ

ミュレーションおよび実験結果を示す．そこでHauserらの追従制御，Teelの飽和

制御，IP型制御と比較する．第 5節では，結言を述べる．
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3.2 制御対象の数学モデルと問題の記述

r

R

τ

θ

Fig. 3.1: Ball and beam system

Fig. 3.1にボールビーム系のモデル図を示す．各記号の意味は以下のとおりで

ある．

θ(t) : 水平からのビームの角変位 [rad]

r(t) : 支点からのボールの位置 [m]

τ(t) : ビームに作用するトルク [N·m]

J : ビームの慣性モーメント [kg·m2]

M : ボールの質量 [kg]

R : ボールの半径 [m]

Jb : ボールの慣性モーメント [kg·m2](
球なので Jb =

2
5
MR2

)
g : 重力加速度 [m/s2]

r，θは測定可能とする．ボールとビームは常に接触し，ボールはビーム上を滑

ることなく回転するものとする．また，ボールの転がり摩擦や各部分の散逸力は

無視する．以上の仮定から，ボールビーム系の運動方程式は次式で得られる 19)．(
Jb
R2

+M

)
r̈ −Mg sin θ −Mrθ̇2 = 0 (3.1)(

Mr2 + J + Jb
)
θ̈ + 2Mrṙθ̇ −Mgr cos θ = τ (3.2)
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無次元数M0を次式で定義する．

M0 =
M

Jb
R2 +M

=
M

2
5
M +M

=
5

7

|θ|，|θ̇|は十分小さいと仮定し，(3.1)式を θ = 0，θ̇ = 0近傍で線形近似すると次

式を得る．

r̈ =M0gθ (3.3)

(3.2)式の運動方程式については，ボールの反力項を無視できる十分大きな τ が

使えるとして，つぎのように高ゲインフィードバック法 33)で 2次遅れ系に補償す

る．すなわち，ビーム角の後退差分として求めた角速度の近似値
ˆ̇θを用いて次式

の高ゲインフィーバック補償を行う．

τ = Fv(u0 − ˆ̇θ) (3.4)

Fvは正の定数で，u0は新たな入力である．Fvを大きく設定すると，(3.2)式は近

似的に次式となる．

θ̇ = u0 (3.5)

これに対し，Fig. 3.2の IP型補償器を用いて，ビーム駆動系を時定数 T > 0を

持つ 2次遅れ系となるよう補償する．

以上より，駆動系補償後のボールビーム系のブロック線図は Fig. 3.3となる．

θにはつぎの制約があるとする．aは正の定数である．

|θ(t)| ≤ a, ∀t ≥ 0 (3.6)

(3.6)式の条件はつぎの 2つの条件が成立すれば満たされる 2)．

|v(t)| ≤ a1, ∀t ≥ 0 (3.7)

[θ(0) θ̇(0)]′ ∈ R (3.8)
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Fig. 3.2: The compensated drive system

s

rv M        g0

2(Ts   + 1)2

1 θ

Gv,r(s)

Gv,     (s)θ

Fig. 3.3: Block diagram of the linearized system

ここで

a1 =
a

||gv,θ(t)||1
, ||gv,θ(t)||1 =

∫ ∞

0

|gv,θ(t)|dt (3.9)

Rは，(3.7)式を満たす入力 vを用いて原点から到達可能な [θ(t) θ̇(t)]′ の集合で，

gv,θ(t)は入力 vからビーム角 θまでの伝達関数 Gv,θ(s)のインパルス応答である．

Gv,θ(s) =
1

(Ts+1)2
に対して，||gv,θ(t)||1 = 1なので a1 = aである．

問題は，Fig. 3.3の系に対して，(3.7)式の入力制限内でボールを初期平衡点から

目標位置 rf まで移動し，そこで系を漸近安定化させる制御則を求めることである．

31



3.3 設計法

本節では，一般性を失うことなく，rf = 0とし，問題を原点に対する安定化問

題として解いた後に，0でない rf も含む場合への拡張や計測できない状態を推定

するためのオブザーバの設計法を述べる．最後に，ボール位置の目標値追従特性

を改善するための誤差飽和型 IMC制御系の構成法を述べる．

3.3.1 モード分解法によるモデルの低次元化

Fig. 3.3の系をつぎの状態方程式で表す．

ẋ = Ax+Bv (3.10)

ただし

A =


0 1 0 0

0 0 M0g 0

0 0 − 2
T

1

0 0 − 1
T 2 0


=

 A11 A12

0 A22

 ,

B =


0

0

0

1
T 2


=

 0

B2

 , x =


r

ṙ

θ

u1


座標変換

z = Sx, S =



1
M0g

2T
M0g

T 2 0

0 1
M0g

0 T 2

0 0 1 0

0 0 0 1


(3.11)

により，(3.10)式を次式のようにブロック対角化する．

ż = Āz + B̄v (3.12)
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ただし

Ā =

 A11 0

0 A22

 , B̄ =


0

1

0

1
T 2


=

 B̄1

B2



上記の変換に合わせて，変換後の状態 zを

z =


zu,1

zu,2

θ

u1


=

 zu

zs

 (3.13)

と分離する．系はつぎのように分割された．

żu = A11zu + B̄1v (3.14)

żs = A22zs +B2v (3.15)

zu部分系は {0, 0}の極を持ち不安定で，zs部分系は {− 1
T
, − 1

T
}の極を持ち漸近安

定である．

よって問題は，(3.7)式の入力制約のもとで，(3.14)式の zu部分系を漸近安定化

する制御則を求めることに簡単化された．

3.3.2 入れ子形飽和制御による安定化

飽和関数を

sat(ζ, a1) = sgn(ζ)min(|ζ|, a1) (3.16)

と定義し，vを次式で与える．

v = sat(v0 + v1, a1) (3.17)
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ここで

v0 = −f0zu,2, f0 =
a1
v′max

(3.18)

v1 = sat

(
−f0f1(zu,1 +

1

f0
zu,2), a1

)
(3.19)

であり，v′max，f1は与えられる正の定数である．

また，集合 S0を次式で定義する．

S0 = {zu,2 : |zu,2| ≤ v′max} (3.20)

この時，つぎの定理が成り立つ．

定理 1 (3.17)式の v は，S0 を正不変集合とし，(3.14)式を大域的に漸近安定化

する（証明は付録Ｉを参照）．

(3.17)の制御則が線形の範囲で動作する場合，(3.14)式の部分系の極は{−f0,−f1}

に配置される．

rf ̸= 0のとき，vの計算式で使用する zu,1，zu,2を (3.11)式で計算する場合に，x

の代わりに，xから目標となる平衡点の状態 xe = [rf 0 0 0]′を引いた x− xeを用

いればよい．

3.3.3 v′maxの与え方

本制御系では，有限時間 θ ≡ 0となり，ボールが等速運動する制御モードがあ

る．このモードは zuが S0の境界を運動するときに発生する．この間，żu,2 = 0で

あり，(3.14)式から，v = 0となる．(3.11)式から

|zu,2| = | 1

M0g
ṙ + T 2u1| (3.21)

であり，S0の境界では |zu,2| = v′maxである．また，v = 0から θ, u1も 0に近づく

ので，u1 = 0とおくと，v′maxM0g = |ṙ|となる．よって，与えられた正数 vmaxに

対して

v′max =
vmax

M0g
(3.22)
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と選べば，|ṙ| ≃ vmaxとなり，このモードにおけるボールの速度を vmaxで指定で

きる．

3.3.4 制御則の計算アルゴリズム

r, θはセンサーによる計測から，u1はコントローラの内部変数として入手可能で

ある．残りの変数 ṙは xr = [r, ṙ]′部分系に対するオブザーバにより推定する．xr

部分系の状態方程式表現を次式とする．

ẋr(t) = A11xr(t) +Bbθ(t), r(t) = Cbxr(t) (3.23)

A11 =

 0 1

0 0

 , Bb =

 0

M0g

 , Cb =
[
1 0

]
この系に対するオブザーバは次式で与えられる．

˙̂xr(t) = (A11 −KbCb)x̂r(t) +Bbθ(t) +Kbr(t) (3.24)

KbはA11 −KbCbを安定行列にするオブザーバゲインである．

上記で得られた制御則の計算法を以下にまとめる．

（1）時刻 tまでの計測データ (θ, r)から，(3.24)式のオブザーバにより ṙの推定 ˆ̇r

を求める．

（2）Fig. 3.2の補償器で 1ステップ前に計算した u1を合わせた状態 x̂ = [r ˆ̇r θ u1]
′

から zuの推定 ẑuを次式で計算する．

ẑu =

 1 0 0 0

0 1 0 0

S(x̂− xe)

（3）(3.17)式より vを計算する．

3.3.5 誤差飽和型 IMC制御系の構成法

本制御系はコントローラに積分特性を持たないため，外乱やモデル誤差に対し

て r − rf に偏差が生じる可能性がある．Fig. 3.4の IMC法はこのような既安定化
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された非線形プラントに対し，プラントのダイナミクスを変えず入出力追従特性

を向上させる有効な手段である 31)．

0

r

+

−

P

r
C

xff

P

M

+

+

C
d
+

+

Fig. 3.4: Block diagram of the conventional IMC control system

ここで，プラント P は提案法を用いた制御系で入力を rf，出力を rとした時の

入出力関係

r = P (rf ) (3.25)

であり，PMはP のモデル，C0は安定な系（IMCフィルタ）である．平衡点近くで

は P，PM，C0，Cは線形系となり，伝達関数表現できる．それらを P̄ (s)，P̄M(s)，

C̄0(s)，C̄(s) と記すと，次式を満たすとき，平衡点近くでコントローラ Cは積分

特性を持つ．

C̄0(0)P̄M(0) = 1 (3.26)

実際，このとき C̄(s) = C̄0(s)

1−C̄0(s)P̄M (s)
が 0 の極を持つ．P̄M(0) = 1なので C̄0(0) = 1

が積分特性を持つ条件となる．

しかし，プラントの入力変数が飽和する場合には性能の劣化は避けられず，と

りわけ，出力ステップ外乱応答などにより，IMCコントローラーCの持つ早いダ

イナミクスが飽和に遮られる場合に，この性能劣化が顕著に表れる 32)．

そこで，ボールビーム系の出力側に入るステップ外乱 dを想定し，この外乱によ

る急峻な内部モデルPMの出力との誤差のフィードバックを抑制するよう，Fig. 3.5

の誤差飽和型 IMC制御系を導入する．Fig. 3.5では P と PM の出力誤差のフィー
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Fig. 3.5: Block diagram of the IMC control system with an error saturation

function

ドバックが飽和関数N を通過し，次式となる．

e = rf − sat(r − rM , emax) (3.27)

emaxは正の定数である．

3.4 シミュレーションと実験結果

実験装置の概観を Fig. 4.3に示す．

ビームは中央で回転支持されたアルミチャンネル（溝の幅18mm，長さ1000mm）

で，ボールはプラスチック球（直径 38mm，重量 52.7 g）である．ビームはギヤド

DCモータ（ツカサ電工 TG-47H-SV-10-HB，減速比:1/10，定格電圧:24V）で駆

動され，ボール位置およびビーム角度は，それぞれレーザ距離センサ（北陽電機

LX2-257AG）および，ロータリーエンコーダ (オムロン E6A2-CW3C 500P/R)で

計測した．コントローラとしてマイコンボードArduino Dueを用いた．サンプリ

ング周期は 1msである．

本節では，まず IMC制御系を用いない場合の提案法の挙動について，疑似線形

化手法用いたHauserらの追従制御と，提案法と同様の低次元化モデルに対して設

計したTeelの飽和制御について比較実験を行った．つぎに，IMC制御系を用いた
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Fig. 3.6: View of the experimental system

場合の提案法の挙動について，一般的な入出力追従に用いられる積分器付き補償

器として IP型制御系との比較実験を行った．

ここで，上記のHauserらの追従制御は θの制約をもともと考慮しておらず，IP

型制御系もまた θの制約からくる入力制約に対して安定性が保証されない制御法

である．このため，目標値 rf (t)の速度の上限値を 0.05[m/s]で飽和させるフィー

ドフォワード補償器を導入し，θを小さく抑える条件で実験を行った．rf (t)を生

成するブロック線図を Fig. 3.7に示す（N は飽和関数を示す）．T0 = 0.5[s]とし，

関数 ro(t)はつぎの矩形波で与えた．

ro = 0.15sgn(sinωt)[m], ω = 0.2[rad/s]

比較対象の 3つの制御則の設計法を以下に示す．

[Hauserらの追従制御の設計法 19)]

遠心加速度項を無視する近似法を用いて設計を行う．(3.2)式より，新たな入力

38



T

1r

+

−

ro

N s
1 f

0

Fig. 3.7: Block diagram of the reference generator

u′を定義し，つぎの非線形変換を行う．

τ = 2Mrṙθ̇ −Mgr cos θ + (Mr2 + J + Jb)u
′ (3.28)

さらに非線形座標変換
ξ1

ξ2

ξ3

ξ4


= Φ(r, ṙ, θ, θ̇) =


r

ṙ

M0g sin θ

M0gθ̇ cos θ


(3.29)

により，(3.1），（3.2）式は次式に変換される．

ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = ξ3 + ψ2(r, θ̇)

ξ̇3 = ξ4

ξ̇4 = −M0gθ̇
2 sin θ + u′M0g cos θ =: u′′

(3.30)

ただし

ψ2(r, θ̇) =M0rθ̇
2,

u′ =
u′′ +M0gθ̇

2 sin θ

M0g cos θ

連続微分可能なボール位置の目標軌道 rf (t)に対して，近似的な追従制御は次式

となる．

u′′ = rf
(4) + α3(rf

(3) − ξ4) + α2(r̈f − ξ3) (3.31)

+α1(ṙf − ξ2) + α0(rf − ξ1)
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ここで，rf
(i)は rf の tに関する i回微分である (rf が飽和した場合，これらの微分

は 0とした)．αiは任意のフィードバックゲインで，ψ2(r, θ̇) = 0と近似した場合

の (3.30)式の極が安定となるよう選ぶ．

注意 2 Hauserらの方法は駆動系を事前に安定化しないため，θの制約を直接考慮

することはできない．

[Teelの飽和制御の設計法 30)]

座標変換  w1

w2

 = Suzu, Su =

 1 1

0 1

 (3.32)

を用いて，(3.14)式を次式に変換する． ẇ1

ẇ2

 =

 0 1

0 0

 w1

w2

+

 1

1

 v (3.33)

(3.7)式の入力制約のもと，(3.33)式の系を漸近安定化する制御則は以下となる．

v(t) = −sat(w2(t) + sat(w1(t), a2), a1) (3.34)

0 < a2 <
1

2
a1

注意 3 同様の問題を扱った Sussmannらの方法 29)は (3.34)式の a2の範囲が 0 <

a2 ≤ (2−
√
3)a1であり，Teelの方法より保守的な条件を持つ．また，Teelの方法

と Sussmannらの方法は，いずれも平衡点近くで制御系の極を {-1, -1}に配置する

線形状態フィードバック制御となる．

[IP型制御系の設計法]

Fig. 3.3の制御系に対し，ボール目標位置 rf (t)とボールの位置 r(t)の偏差を積

分する形で積分器を追加した Fig. 4.1の IP型制御系を考える．

追加した積分器の出力を xiとすると，次式を得る．

ẋi = rf − r = rf − Cx (3.35)
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Fig. 3.8: Block diagram of the IP-type control system

xと xiを併合した状態を

xa =
[
r ṙ θ u1 xi

]′
(3.36)

と定義すると，xaに関する状態方程式は次式となる．

ẋa = Aaxa +Bav (3.37)

ただし

Aa =

 A 0

−C 0

 =



0 1 0 0 0

0 0 M0g 0 0

0 0 − 2
T

1 0

0 0 − 1
T 2 0 0

−1 0 0 0 0


,

Ba =

 B

0

 =



0

0

0

1
T 2

0


制御則は以下となる．

v = sat(−Faxa, a1) (3.38)

Faは任意の安定化フィードバックゲインである．

41



注意 4 ここで示した IP型制御系において，入力飽和が発生した場合の安定性は

保証されない．

3.4.1 IMC制御系を用いない場合の制御応答

Hauserらの方法，Teelの方法，提案法（IMCなし）を用いたシミュレーション

および実験結果を以下に示す．共通部分として，a = 0.05[rad]とし，オブザーバ

ゲインKbはA11 −KbCbの固有値が {−5, −5}となるように設計した．

Hauserらの方法では，フィードバックゲインαiは制御系の極を{− 1
T
, − 1

T
, −3, −3} =

{−5, −5, −3, −3}に配置するよう選んだ．すなわち [α3 α2 α1 α0] = [16 94 240 225]

とした．Teelの方法の設計パラメータは，T = 0.2[s]，a2 = a1/2− 10−6 = 0.025−

10−6とした．提案法 (IMCなし)の設計パラメータは，T = 0.2[s]，vmax = 0.1[m/s]，

f0 = a/v′max = 3.51，f1 = 3とした．

各方法を用いた目標値応答と出力外乱応答を Fig. 3.9-3.11に示す．グラフ中の

実線が実験結果，破線がシミュレーション結果，一点鎖線が目標値 rf (t)を示して

いる．また，出力外乱応答は rf (t) = 0とし，ボール位置の計測値に作用する加法

外乱 dを，r = rmeasure + dとプログラム上で与えた場合の応答である．外乱 dは

次式で与えた．

d = adsgn(sinωt)[m], ω = 0.2[rad/s] (3.39)

提案法およびTeelの方法では ad = 0.1[m]として実験を行ったが，Hauserらの方

法では，同条件ではビーム角の可動域を大きく逸脱してしまうため，ad = 0.03[m]

の場合の実験結果を示している．

Hauserらの方法は制御則の構造上 θの振幅制約を考慮できないため，外乱の作

用により容易に制約を超過してしまうが，目標値 rf の微分値を利用するサーボ構

造により rf に対する追従特性は rf の微分が 0でない区間で，ほかの 2つの方法に

比べ優れた結果が得られた．ただし，コントローラに積分器を持たないため，Fig.

3.9-aの実験結果のボール位置 rの応答の 30秒付近では，目標値に対して約 0.01[m]

程度の定常偏差が残っている．この定常偏差は 3つの制御法を用いた実験で共通
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してみられ，平衡点付近でボールとビームの摩擦によりボールが静止したものと

考えられる．

Teelの方法では θの振幅制約を考慮できるため，外乱応答においても制約は満

たされ，不安定化することもないが，フィードバックゲインに相当する調整パラ

メータを持たず，目標値追従特性や定常特性の調整ができない．今回の実験では，

応答速度もほかの 2つの方法に比べ遅く，Fig. 3.10-aの実験結果のボール位置の

定常偏差も 15秒付近で約 0.02[m]と比較的大きな結果となった．

提案法はTeelの方法に似た入れ子形飽和制御則で調整可能なゲインパラメータ

を持つため，θの制約を陽に考慮しながら応答性能の改善が可能である．平衡点付

近では単なる線形状態フィードバック制御と一致するため，Fig. 3.11-aの実験結

果のボール位置の応答波形では約 0.01[m]の定常偏差が生じたが，Hauserらの方

法と同程度に抑えられている．

r
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m
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θ
 [
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]

time [sec.]

(a) reference response

r
 [

m
]

θ
 [
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d
]

time [sec.]

(b) disturbance response

Fig. 3.9: Simulation and experimental results using Hauser’s method
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Fig. 3.10: Simulation and experimental results using Teel’s method
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Fig. 3.11: Simulation and experimental results using the proposed method

3.4.2 IMC制御系を用いる場合の制御応答（IP型制御系との比較）

前節の実験ではボール位置に定常偏差が残った．提案法では定常偏差を改善する

ため，誤差飽和型 IMC制御系を導入した．同じく定常偏差に対して改善効果を持つ

IP型制御系を比較対象とし，それぞれの方法を用いたシミュレーションおよび実験
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結果を以下に示す．共通部分の設計は前節と同様とした．IP型制御系のフィードバッ

クゲイン Faは制御系の極を {− 1
T
, − 1

T
, −4, −4, −1} = {−5, −5, −4, −4, −1}

に配置するよう選んだ．すなわち Fa = [4.338 2.745 0.960 0.360 − 2.283]とし

た．提案法の設計パラメータは前節と同様であり，Fig. 3.5の IMC構造において，

IMCコントローラC0(s)を入出力をそれぞれ，e，xf としたFig. 3.7のブロック線

図で設計し，Fig. 3.5の目標軌道は直接 rf = roとした．

IP型制御系と誤差飽和型 IMC制御を用いた提案法について，目標値応答と出力

外乱応答をFig. 3.12,3.13に示す．ここで，各実験条件は前節と同様とし，外乱の

振幅は ad = 0.1[m]とした．Fig. 3.13の誤差飽和型 IMC制御を用いた提案法の結

果では，参考のため，誤差を飽和させない通常の IMC制御（Fig. 3.4）を用いた

提案法の実験結果を細線で示している．
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(a) reference response
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θ
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(b) disturbance response

Fig. 3.12: Simulation and experimental results using the IP-type controller

IP型制御系では積分器の効果により，Fig. 3.12-aの実験におけるボール位置の

定常偏差は 0.002[m]以下に抑えられており，ボール静止後にもわずかに残った偏

差を改善するためビーム角が摂動していることがわかる．また，積分器を含めた

すべての制御系の極を任意に配置できるため，Teelらの方法に比べて応答は早い

が，追加した積分器の零極の実部を負の方向に大きく配置した別の実験では，ロ
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Fig. 3.13: Simulation and experimental results using the proposed method with

the modified IMC structure

バスト性低下のため駆動部にチャタリングが生じやすくなった．このため，追加

した積分器の零極はあまり左に配置できず，提案法に比べればやや応答は遅くな

る．また，本設計では制約のため入力を無理やり飽和させているため，安定性は

保証されない．このため，外乱応答においては θの上下限を行き来するような大

きなハンチングが表れている．別途実施したシミュレーションでは ad = 0.13[m]

とした外乱応答で不安定化が確認された．

提案法では，IP型制御系と同様に，Fig. 3.13-aの実験におけるボール位置の定

常偏差が 0.002[m]以下に抑えられ，かつ，Fig. 3.11-aの IMC制御系を持たない提

案法と同等の応答速度を達成している．この効用は IMC構造によるものであるた

め，目標値応答においては通常の IMC制御でもほぼ変わらない応答が得られてい

る．しかし，外乱応答においては，内部モデルには入らない出力のステップ外乱

が直接フィードバックされてしまうため，Fig. 3.13-bのボール位置の応答波形に

おいて，20秒付近にハンチングがみられる．誤差飽和型 IMC制御系の応答では，

このステップ外乱の値を飽和により抑えてフィードバックするため，通常の IMC

制御系を使用した場合に比べ，ハンチングが小さくなる．
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3.5 おわりに

ビーム角に制限があるボールビーム系の安定化制御問題について，制約のもと

で線形化モデルの大域的漸近安定化を実現する入れ子形飽和制御則と誤差飽和型

IMC構造を用いる制御系の設計法を提案し，シミュレーションおよび実験によっ

て提案法の有効性を確認した．

提案法はTeelらの飽和制御則に似た制御構造を持つが，ゲインが調整可能なた

め，応答特性の改善が可能であるというメリットをもつ．パラメータ f1 を大きく

すれば，線形の範囲で制御系の速応性が向上するが，ノイズやモデル誤差に弱く

なる．f0 についても，f1 と同様のことが言え，vmaxを大きく設定しすぎると応答

速度が遅くなる．

提案法を用いた制御則は，ビームが水平となりボールが等速運動する制御モー

ドがある．このモードにおけるボールの速度は１つの制御極により指定でき，ほ

ぼその速度以下でボール搬送が行われるという特徴がある．また，ビームの角速

度についても，入力制約によって一定値以下に保たれることが，ビーム角と同様

の方法で証明できる．すなわち，|θ|, |θ̇|を小さく保つよう設計でき，意図的に線形

化誤差の影響を抑えた設計も可能である．

本章で提案した誤差飽和型 IMC構造による積分特性の導入は，飽和制御系の目

標値応答や外乱応答に対して，定常特性を改善し，かつリセットワインドアップ現

象を抑制する有効な方法である．ただし，外乱が測定または推定できる場合，そ

れを IMCの内部モデルにも適用すれば，通常の IMC制御でも外乱応答を改善で

きる可能性がある 35)．

また，誤差飽和型 IMC制御系を用いた場合の安定性については，プラントと内

部モデルが全く同じである場合に完全なフィードフォワードコントローラになる

ことしか言えず，誤差飽和量 emaxは試行錯誤的に調整することとなる．
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4. ビーム角の制限を考慮したボール

ビーム系の安定化問題に対する制

御器設計法の一般化とむだ時間系

を含んだ拡張

4.1 はじめに

３章ではビーム角の制限を考慮したボールビーム系の安定化問題に対する飽和

制御則の設計法の具体例を示したが，設計法の中で用いたモード分解法は，安定な

非最小位相系との直列結合を追加したより広い制御対象についても，同様の入力制

約付き二重積分器の安定化問題に定式化できる．本章で検討される具体例は，出力

むだ時間の追加である．本章の内容は， 58th Annual Conference of the Society of

Instrument and Control Engineers of Japan (2019)での報告 23)を引用している．

まず，線形化したボールビーム系の伝達関数を GF (s)Gb(s)Ga(s)とする．GF (s)

は既安定化された駆動系であり，緩和フィルタ 21)の役割を持つ．Ga(s)はむだ時間

や非最小位相要素がある場合も扱えるように追加した全域通過関数である．Gb(s)

はボールの運動モードを表す二重積分器である．そして，モード分解法 22),24), 25)

により，Gb(s) に対する部分系を分離した状態方程式を求め，この部分系を大域的

に漸近安定化する飽和制御則を導く．状態は，Ga(s) に対応する部分系の極を不

変とするオブザーバを用いて推定する．また，このように設計されたレギュレー
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タ・オブザーバが，ある IMC構造を持つコントローラとなることを示す．ちなみ

に，文献 26)でこのような Ga(s) の動特性を変えないレギュレータとオブザーバの

設計で，オブザーバ・状態予測器構造 27), 28)を持つスミス補償型のコントローラが

得られることが示されている．

また，以上の設計された飽和制御則は，３章と同様に積分特性を持たないので，

そのままでは，外乱やモデル誤差により，ボールの位置に定常偏差が残る．この

問題についても，同様に IMC制御系を使用して定常特性を改善できる．

本章は次のように構成される．第 2節では，制御対象を有理のインナー関数を

含む線形系としてモデル化し，問題を状態制約問題として記述する．第 3節では，

問題をボールの運動モードを表す不安定部分系に対する入力制約問題に簡単化し，

系を大域漸近安定化する飽和制御則を求める．また，コントローラがある IMC構

造を持つことを示す．第 4節では，目標値と外乱応答に対するシミュレーションお

よび実験結果を示す．また，むだ時間がある場合の実験結果も示す．第 5節では，

結言を述べる．

4.2 制御対象の数学モデルと問題の記述

ボールビーム系の運動方程式を再掲する．

(
Jb
R2

+M

)
r̈ −Mg sin θ −Mrθ̇2 = 0 (*3.1)

アクチュエータの入力 v から θ までが厳密にプロパーで安定な伝達関数 GF (s) を

持つように補償されているとする．GF (s)は十分な速応性を持ち，その動特性は

改善する必要がないとする．

θ，θ̇ は十分小さいとして，(3.1)式を線形化し，

M0 =
M

Jb
R2 +M

=
5

7

とおくと次式を得る．

r̈ =M0gθ (*3.3)
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制御対象の出力 y は，むだ時間系等も考慮できるように，次式で与えられると

する．

y(s) = Ga(s)r(s) (4.1)

Ga(s) は有理なインナー関数であり，Ga(0) = 1とする．θ から r までの伝達関数

を Gb(s) とし，θ から y までの伝達関数を GP (s) とする．すなわち

y(s)

θ(s)
= GP (s) = Ga(s)Gb(s) = Gb(s)Ga(s) (4.2)

(3.3)式から

Gb(s) =
r(s)

θ(s)
=
M0g

s2
(4.3)

また，v から y までの伝達関数を G(s) で表す．すなわち，G(s) = GP (s)GF (s)

である．以上から，Fig.4.1のブロック線図を得る．G(s) には極零消去がないとす

る．また，G(s) は原点に零点を持たないとする．さらに，θ，y および，GF (s) の

状態 x3 は入手可能とする．

v G  a
q

G  

x  2x3

F G  b y

x  1

GP

G

Fig. 4.1: Block diagram of the compensated system.

θ には次の制約があるとする．a は与えられる正の定数である．

|θ(t)| ≤ a, ∀t ≥ 0 (*3.6)

問題は，系の安定平衡点から，(3.6)式の制限内で，ボールを目標位置 rf まで

移動し，そこで系を漸近安定化させる制御則を求めることである．一般性を失う

ことなく，rf = 0 とする．
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4.3 設計法

4.3.1 入力制約問題への変換

Fig.4.1の系を次の状態方程式で表す．

ẋ = Ax+Bv , y = Cx (4.4)

ただし

A =


A11 A12 A13

0 A22 A23

0 0 A33

 , B =


0

0

B3


C =

[
C1 0 0

]
, A13 = BP1CF , A23 = BP2CF

ここで，GP (s) とGF (s)の実現をそれぞれ次式とした． ẋ1

ẋ2

 =

 A11 A12

0 A22

 x1

x2

+

 BP1

BP2

 θ
y =

[
C1 0

] x1

x2


ẋ3 = A33x3 +B3v, θ = CFx3

(3.6)式の条件は次の二つの条件が成立すれば満たされる 2)．

|v(t)| ≤ a1, ∀t ≥ 0 (*3.7)

x3(0) ∈ R (4.5)

ここで，

a1 =
a

∥GF (s)∥1
であり，Rは x3(0) = 0から，(3.7)式を満たす v によって到達可能な x3(t), ∀t ≥ 0

すべての集合である．∥GF (s)∥1 は GF (s) の 1 ノルムである．

よって，問題の解は，次のより簡単な入力制約問題を解くことによって得られ

る．「(4.4)式の系に対して，(3.7)式の条件の下で，状態 x を 0 に近づける安定化

制御則を求めよ．」
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4.3.2 部分状態フィードバック制御による安定化

座標変換によって，(4.4)式を A11 の固有値を持つ不安定な部分系と A22 と A33

の固有値を持つ安定な部分系に分離し，4.3.1節の問題を不安定な部分系を入力 v

の振幅制限下で安定化するというさらに簡単な問題に変換して解く．

x に対して次の座標変換を適用する．

z = Sx (4.6)

S =

 I X

0 I

 (4.7)

ここで，X は次のシルベスター方程式の解である．

−A11X +X

 A22 A23

0 A33

+
[
A12 A13

]
= 0 (4.8)

A11 と

 A22 A23

0 A33

 は共通の固有値を持たないので，(4.8)式は一意に解ける 34)．

このとき，(4.4)式は次のように変換される．

ż = Ãz + B̃v , y = C̃z (4.9)

ただし

Ã = SAS−1 =


A11 0 0

0 A22 A23

0 0 A33



B̃ = SB =


B̃1

0

B3

 , C̃ = CS−1
[
C1 C̃2 C̃3

]

Ã の分割に合わせて z を次のように分割する．

z =

 z1

zs


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すなわち，上記の座標変換によって，系は次の二つの部分系に分離された．

ż1 = A11z1 + B̃1v (4.10)

żs =

 A22 A23

0 A33

 zs +
 0

B3

 v (4.11)

z1 部分系は不安定であり，zs 部分系は漸近安定である．よって，|v| ≤ a1 の下

で z1 部分系を漸近安定化する制御則は系全体を漸近安定化する．さらに，(3.7)式

の条件が成立すれば，制御則は制限条件 (3.6)式を満たす．よって，この制御則は

元の問題の解となる．

4.3.1節の入力制約問題は低次元化されさらに簡単化された．「(4.10)式の系に対

して，(3.7)式の条件の下で，状態 z1 を 0 に近づける安定化制御則を求めよ．」

この問題に対して，次節の飽和制御則 v = f(z1) を適用する．

実際には，z1 は計測できないので，GP (s) に対する次式のオブザーバを利用し

て推定する．  ˙̂x1

˙̂x2

 =

 A11 A12

0 A22

 x̂1

x̂2

+

 BP1

BP2

 θ
+

 K1

0

 (y − ŷ) , ŷ =
[
C1 0

] x̂1

x̂2

 (4.12)

ただし，K1 は A11 −K1C1 を安定行列とするオブザーバゲインである．(4.6)式

から，z1 の推定 ẑ1 は次式で計算される．

ẑ1 =
[
I X

]
x̂1

x̂2

x3

 (4.13)


x̂1

x̂2

x3

 がコントローラの状態である．
z1部分系の動特性のみを変える制御則に加え，A11のみの固有値を変えるオブ

ザーバーによって，次節で示すように，IMC構造を持つコントローラが得られる．
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4.3.3 コントローラの IMC構造

コントローラの状態方程式は次式となる．
˙̂x1

˙̂x2

ẋ3

 = A


x̂1

x̂2

x3

+Bv +


K1

0

0

 (y − ŷ) (4.14)

ŷ = C


x̂1

x̂2

x3

 (4.15)

上式を S によって座標変換すると次式となる．
˙̂z1

˙̂x2

ẋ3

 =


A11 0 0

0 A22 A23

0 0 A33



ẑ1

x̂2

x3



+


B̃1

0

B3

 v +

K1

0

0

 (y − ŷ) (4.16)

ŷ = ŷ1 + ŷ2 (4.17)

ただし

ŷ1 = C1ẑ1, ŷ2 =
[
C̃2 C̃3

] x̂2

x3


(4.16)，(4.17)式から 

˙̂z1

˙̂x2

ẋ3

 =


Ac 0 0

0 A22 A23

0 0 A33



ẑ1

x̂2

x3



+


B̃1

0

B3

 v +

K1

0

0

 (y − ŷ2) (4.18)
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ただし

Ac = A11 −K1C1

G(s) = GP (s)GF (s) は次式のように分解される．

G(s) = G1(s) +G2(s) (4.19)

ただし

G1(s) = C1(sI − A11)
−1B̃1

G2(s) =
[
C̃2 C̃3

]sI −
 A22 A23

0 A33

−1  0

B3


これらの関係から，Fig.4.2のブロック線図を得る．図中において，H(s) = (sI−

Ac)
−1 である．

ブロック線図から，制御系はコントローラからプラントの G2(s) の部分が見え

ない IMC構造となっており，G2(s) の部分の動特性を変えないことがわかる．

y
f 

G

+

v

y
2

G  +G

_

+

z
1
^

HK1

B 1

~

1 2

2

G
+

^

Fig. 4.2: Block diagram of the control system.

rf が 0 でない場合，上記の飽和制御則を y が rf に収束するように修正する．

v = f(ẑ1, rf ) (4.20)

注意 5 Ga(s) がむだ時間要素 e−Ls （L は正の定数）を含む場合，むだ時間要素

を有理関数近似（パデ近似など）すれば上記の設計法を適用できる．
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4.3.4 z1 部分系に対する飽和制御則

z1 部分系に座標変換

zu = S2z1 (4.21)

S2 =
[
A11B̃1 B̃1

]−1

(4.22)

を適用すると次式となる．

żu =

 0 1

0 0

 zu +
 0

1

 v, |v| ≤ a1 (4.23)

(4.21)式は (3.14)式に一致するため，以降は 3.3.2節から 3.3.5節までの入れ子

状飽和制御と誤差飽和型 IMC制御系を適用すればよい．

4.4 シミュレーションと実験結果

実験装置の概観をFig.4.3に示す．ビームは中央で回転支持されたアルミチャン

ネル（溝の幅 18mm，長さ 700mm）で，ボールはプラスチック球（直径 38mm，重

量 52.7 g）である．ビームはRCサーボ（双葉電子工業スタンダードサーボ S3010）

で駆動され，ビーム角およびボールの位置はそれぞれポテンショメータ（緑測器無

接触形回転角度センサ CP-2UN），赤外線距離センサ（シャープ GP2Y0A21YK）

で計測した．コントローラとしてマイコンボードArduino Dueを用いた．サンプ

リング周期は 10msである．

予め駆動系を GF = 1
Ts+1

, T = 0.2 s と補償した．目標値を rf = 0.2m と与え，

ビーム角の最大振幅を a = 0.02 rad とした．vmax = 0.04m/s に対して f0 = 3.502

となった．また，f1 = 1.2 と与えた．オブザーバゲイン K1 は A11 −K1C1 の極

が {−10, −10} となるように設計した．IMCフィルタは，センサノイズ等に対し

て適度なフィルタ効果を持ち，(3.26)式を満たすように C0(s) =
1

0.2s+1
と与えた．

Ga(s) = e−Lsとし，r の計測に L = 0.2 s の遅れがあると想定し，マイコンボード

上にむだ時間を実装した．設計では，e−Ls の代わりにその 3次パデ近似を用いた．
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Fig. 4.3: View of the experimental system.

シミュレーションと実験結果を Fig.4.4に示す．比較のため，むだ時間が存在する

が設計では考慮しなかった場合のシミュレーション結果も示す．むだ時間を考慮

した制御系においても，IMC制御系が有効に働き，rの定常偏差を改善するよう θ

が動いている．むだ時間を考慮しなかった設計の応答波形は，発散的に振動して

おり，不安定化が確認できる．この振動の程度は時数を下げるか，同じ次数でむ

だ時間を長くするにつれて，むだ時間の近似精度が悪くなるため，制御系の応答

がより振動的になった．また，むだ時間がないとして（すなわちGa(s) = 1）設計

を行った場合の別の実験では，むだ時間の有無による応答の変化はほぼ L 時間が

ずれただけであったため，提案法によってむだ時間が良好に補償されていること

がわかる．
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Fig. 4.4: Experimental results for a dead-time process.

4.5 おわりに

３章で示したビーム角の制限を考慮したボールビーム系の安定化問題に対する

飽和制御則の設計法について，安定な非最小位相系の直列結合を含んだより広い

クラスの制御問題へと拡張した設計法を示した．同設計法で設計された制御則の

オブザーバ・状態予測器構造は，ある IMC構造を持つコントローラに一致するこ

とを示した．

提案法を用いた実験では，無視すれば不安定化を招くむだ時間の存在下でも，θ

の制約を満たしつつボールを所定の位置への搬送を実現し，提案法の有効性を確

認した．
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5. 結論

本論文では，アクチュエータの移動幅に制約を考慮した不安定制御系に対して，

２つの入力飽和制御を用いた安定化制御系の設計手法を提案し，制御工学上のベ

ンチマーク問題として知られている，倒立振子系とボールビーム系を例に具体的

な設計法と実験結果を示した．

提案する設計法は，まず，制御対象の数学モデルから第一原理計算で得られた

非線形微分方程式について，駆動系を任意の方法で事前安定化し，任意の制御平

衡点まわりでオイラー近似して線形化された系の状態方程式を得る．次に，得ら

れた状態方程式の入力からアクチュエータ振幅までの伝達関数関係を用いて，状

態制約を入力制約に変換する．次に，モード分解法を用いて，状態方程式から不

安定極のみをもつより低次元な不安定部分系を分離し，状態制約を考慮した全体

系の安定化問題を，より簡単な入力制約を考慮した縮退部分系の安定化問題に定

式化する．この問題の解は，上記の入力制約を扱った線形系の安定性解析によっ

て得られる．

倒立振子系に対しては，駆動台車の振幅制約を考慮した安定化問題について，飽

和関数を用いた線形フィードバック制御則を提案し，提案法によって導かれる制

御則を倒立振子の線形化モデルに用いた場合の安定化できる初期値の集合である，

吸引領域を示した．提案法は，駆動系の時定数を 0に近づけることで，Linらと同

等の最大吸引領域が得られる．また，非線形モデルを用いたシミュレーションか

ら，安定可能な初期値を網羅的に調べ，線形化誤差によって縮小される実際の非

線形吸引領域を可視化した．この結果，提案法はパラメータの変化に伴って非線

形吸引領域の内部に不安定となる穴の領域が生じるが，この穴の領域が生じない

限界のパラメータ設計を用いることで，Linらの方法に比べてより広い吸引領域を

59



持ちながらより早い制御応答が実現できることを明らかにした．提案法は Linら

の制御則に比べて吸引領域を小さくせずに制御ゲインを調整できる範囲が広いた

め，振子角度の計測誤差や固有振動数のモデル誤差に対してよりロバストな制御

則が得られる．また，シミュレーションによって得た非線形吸引領域は，提案法

と振り上げ制御則を組み合わせて振り上げ安定化制御を実現する場合に，振り上

げ制御から安定化制御に切り替えるための切り替え基準の決定指針に利用できる．

ボールビーム系に対しては，ビーム角の制約を考慮した安定化問題について，制

約のもとで線形化モデルの大域的漸近安定化を実現する入れ子形飽和制御則と誤

差飽和型 IMC構造を用いる制御系の設計法を提案し，シミュレーションおよび実

験によって提案法の有効性を確認した．提案法はTeelらの飽和制御則に似た制御

構造を持つが，ゲインが調整可能なため，応答特性の改善が可能であるというメ

リットをもつ．また，提案法を用いた制御則は，ビームが水平となりボールが等速

運動する制御モードがある．このモードにおけるボールの速度は１つの制御極に

より指定でき，ほぼその速度以下でボール搬送が行われるという特徴がある．加

えて，ビームの角速度についても，入力制約によって一定値以下に保たれること

が，ビーム角と同様の方法で証明できる．すなわち，|θ|, |θ̇|を小さく保つよう設

計でき，意図的に線形化誤差の影響を抑えた設計も可能である．本章で提案した

誤差飽和型 IMC構造による積分特性の導入は，飽和制御系の目標値応答や外乱応

答に対して，定常特性を改善し，かつリセットワインドアップ現象を抑制する有

効な方法である．ただし，外乱が測定または推定できる場合，それを IMCの内部

モデルにも適用すれば，通常の IMC制御でも外乱応答を改善できる可能性がある

35)．また，誤差飽和型 IMC制御系を用いた場合の安定性については，プラントと

内部モデルが全く同じである場合に完全なフィードフォワードコントローラにな

ることしか言えず，誤差飽和量 emaxは試行錯誤的に調整することとなる．

また，ビーム角の制約を考慮したボールビーム系の安定化問題に適用された上

記の入れ子形飽和制御則の設計法について，安定な非最小位相系の直列結合を含

んだより広いクラスの制御問題へと拡張した設計法を示した．同設計法で設計さ

れた制御則のオブザーバ・状態予測器構造は，IMC構造を持つコントローラに一
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致する特徴を持つ．また，提案法を用いた実験では，無視すれば不安定化を招く

むだ時間の存在下でも，θの制約を満たしつつボールを所定の位置への搬送を実現

し，提案法の有効性を確認した．４章の定式化により得られた設計法は，系の極

に複数の重複しない実部が正の極と２つの零極とを持つ高次な制御対象に対して

適用できる．

以上が本研究によって得られた結果である．

本論文では，モード分解法と入力制約変換のテクニックを用いて，状態制約問

題の中でも特に難しい不安定ダイナミクスをもつ系の安定化問題を入力制約問題

に定式化し，入力制約問題に対する安定性解析の知見を状態制約問題へと拡張し

た．一連の研究で得られた制御系の設計体系は，似た線形化モデル構造を持つ，船

や自動車，航空機に代表される操舵系や液体タンクの水位制御系，可変ロープ長

クレーンの制振制御系などの産業機械を安全な動作範囲で運用するための制御手

法への応用が期待できる．
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付 録I 3.3.2節　定理1の証明

まず，zu(0) ∈ S0 とし，

V0 :=
1

2
z2u,2

を定義する．v の与え方から |v0(0)| = a1，すなわち，zu(0) ∈ ∂S0 のとき

V̇0 = zu,2żu,2 = zu,2v ≤ 0

となることから，|zu,2(t)| ≤ v′max, t ≥ 0，すなわち，zu(t) ∈ S0, t ≥ 0となるので，

S0 は正不変集合である．このとき，|v0| ≤ a1 となり，zu ∈ S0 に対して，(3.17)

式を (3.14)式に代入した次式の表現が可能となる．

żu =

 0 1

0 −f0

 zu +
 0

1

 ṽ1 (I.1)

ṽ1(t) = α(t)v1(t), 0 ≤ α(t) ≤ 1 (I.2)

この系に座標変換

z̃u =

 z̃u,1

z̃u,2

 = Suzu, Su =

 1 1
f0

0 1


を適用すると次式を得る．

˙̃zu =

 0 0

0 −f0

 z̃u +
 1

f0

1

 ṽ1 (I.3)

このとき，z̃u,2（= zu,2）部分系の固有値が −f0 < 0 であることから，z̃u,2 部分系

は漸近安定である．
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また

V1 :=
1

2
z̃2u,1

を定義する．V1 の時間微分は次式である．

V̇1 = z̃u,1 ˙̃zu,1 = z̃u,1
1

f0
ṽ1

= − 1

f0
αz̃u,1sat(f0f1z̃u,1, a1) ≤ 0 (I.4)

z̃u,1 = 0のとき ṽ1 = 0となり，z̃u,2 → 0となる．よって，系の状態は原点に近づく．

z̃u,1 ̸= 0のときα(t) ̸≡ 0をつぎのように示せる．α(t) ≡ 0は |v0| = |−f0zu,2| ≡ a1

のときに生じる．また，このとき，ṽ1 ≡ 0 となり，(I.3)式から

˙̃zu,2 = −f0z̃u,2

が成立する．このとき，V̇0 = zu,2żu,2 = −f0z2u,2 < 0となるが，これは |−f0zu,2|2 =

f 2
0 z

2
u,2 ≡ a21 に反する．よって，α ̸≡ 0 である．これから，z̃u,1 → 0，すなわち，

ṽ1(t) → 0 がわかり，z̃u,2 部分系は漸近安定なので，有界で 0 に収束する ṽ1 が入

力されても z̃u,2 → 0 となる．

つぎに，zu ̸∈ S0 とする．このとき，|v0| > a1，|v1| ≤ a1 なので，v の符号は v0

の符号に等しくなる．よって

V̇0 = zu,2v < 0 (I.5)

となり，zu(t) → ∂S0 がわかる．zu(t) は有限時間で ∂S0 に達する．もしそうでな

ければ，∂S0 に正不変集合が存在することになるが，上記の議論から，そのよう

な集合は存在しない．
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