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論文内容の要旨 
 

It is well known that blood cells are divided into three types: erythrocytes (red blood cells), 
leukocytes (white blood cells) and thrombocytes (platelets).  They are responsible for 
supplying oxygen and nutrients to the cells in our body and for discharging carbon dioxide 
outside the body.  In addition, blood cells have immune action to defend the body against 
both infectious disease and foreign invaders. Thus, blood cells are extremely important in 
vivo tissues.  The abnormality in the number of such blood cells causes disease and leads to 
death.  However, it is not enough only to know that the number of blood cells in a healthy 
organism is within the normal range.  It is necessary to know how the number of blood cells 
repeats increase and decrease within the normal range.  Hence, it is important not only in 
mathematics but also in medicine to analyze periodic dynamic behavior of the number of 
blood cells. 

Mature blood cells are produced in the bone marrow. They develop from hemato- poietic 
stem cells that have the capacity to self-replicate and differentiate into other blood cells.  
These hematopoietic stem cells differentiate into myeloid progenitor cells and lymphoid 
progenitor cells as an intermediate stage in order to become various immature blood cells 
who will fully mature in the bone marrow. When the immature blood cells grow into mature 
blood cells and become functional, they will leave the bone marrow and enter into the blood 
circulation.  In the whole produc- tion process of blood cells, hematopoietic stem cells, 
immature blood cells at various stages that they are proliferating and differentiating and 
mature blood cells that have just been completed are coexisted.   All blood cells have inherent 
life spans. The life span of blood cells will be terminated when it is normally phagocytized by 
macrophages of splenic and hepatic sinusoids etc. as a aged blood cell (see [1]). 

The production process of blood cells is well-known as hematopoiesis process. In 1977, 
Mackey and Glass [2] proposed the hematopoiesis model. 



 

 
with  which describes the hematopoiesis process. Here, the coefficients ,  and the 
delay  are positive constants.  As is known that the periodic environ- mental changes due 
to seasonal variations have important influence on the dynamics of blood cell number.  For 
example, see [3].  Also, it has been confirmed that the time for immature blood cells to 
become mature blood cells (time lag) is different depending on the type of blood cells (see 
[4], [5]).  Moreover, blood cells are in fact discrete entities, they work effectively one by one 
and are represented by the number contained in one microliter of blood.  They are never a 
continuum. However, it is obviously that these important facts cannot be considered by a 
autonomous differential equation with constant coefficients and a constant delay such as 
equation .  Taking the above reasons into account, this thesis concerns a discrete 
hematopoiesis model with periodic coefficients and multiple production terms dominated by 
different delays.  We consider 

        
with and , where , and ,  
and ( ) are -periodic discrete functions with . Specifically, we 
focus on the positive -periodic solutions of .  The purpose is to investigate the 
existence and global asymptotic stability of positive -periodic solution.  This thesis is 
divided into four chapters. 

In Chapter 1, theoretical knowledge needed for mathematical analysis is given. We first 
introduce a nonlinear delay difference equation with periodic coefficients. Some basic 
stability definitions of the zero solution and a positive periodic solution of this equation are 
presented.  The continuation theorem of coincidence degree theory (see [6]) often used to 
explore the existence of positive periodic solutions is given afterwards.  We introduce the 
well-known Schauder fixed point theorem. 

In Chapter 2, we study existence of positive -periodic solutions of hematopoiesis model 
.  A sufficient condition is obtained for the existence of positive - periodic solutions.  

This sufficient condition is constructed by the relationship between the coefficient  and 
the sum  for . The existence region of positive -periodic solutions 
is also clarified.  

In Chapter 3, a new theorem of the global asymptotic stability of positive -periodic 
solution of  is presented by the mathematical analysis method. Obviously, this theorem 
shows that equation has the exactly one positive -periodic solution.  It is undoubted 
that we get global asymptotic stability of the unique positive -periodic solution based on the 
existence result given in Chapter 2. In order to complete the investigation of this section, the 
information about the fluctuation range of general positive solutions of  is needed.  By 
using this information, we estimate the difference between any positive solution and a certain 
positive -periodic solution. Thereby, the result that this certain positive - periodic solution 
is globally asymptotically stable can be obtained.  That is to say, the unique positive 

-periodic solution is globally asymptotically stable. 
In Chapter 4, we obtain a result of global attractivity of a unique positive -periodic 

solution of  by Schauder fixed point theorem, which is different from the method used to 
get the global asymptotic stability in Chapter 3.  It is worth mentioning that the global 
attractivity of the unique positive -periodic solution is obtained only under the condition 
for the existence of positive -periodic solutions. This means that as long as positive 

-periodic solutions exist (maybe only one exists), then all positive periodic solutions are 
globally attractive.  On the other words, equation  has the unique positive -periodic 
solution which is globally attractive. 
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論文審査結果の要旨 
 

本学位論文審査委員会は当該提出論文を詳細に査読するとともに，博士論文公聴会を令和２

年１月３０日（木）に開催し，十分な質疑応答を行った。以下に審査結果の要旨を記す。 
 

本提出論文で扱われている研究テーマは、血液細胞数の増加・減少を記述するマッキー・グ

ラス型の離散造血モデルのグローバルダイナミックスの解明である。特に、正の周期解の存在

と一意性及びその周期解の大域的漸近安定性に焦点を当てている。このモデルは、方程式論で

の分類では、単峰性を有する複数個の生産関数と周期的に変化する係数や時間遅れをもつ１階

非線形差分方程式に属しており、血液細胞に関する消滅部分と産生部分の２つから成っている。

これらの生産関数は血液細胞数に関するフィードバックとしての機能を果たしている。 

血液細胞は、赤血球、白血球、血小板の３つのタイプに分けられることがよく知られている。

赤血球は体内の細胞に酸素と栄養を供給するとともに、体外に二酸化炭素を排出する。白血球

は感染症や外来侵入者から体を守る免疫作用をもっている。血小板はケガなどで血管が傷つい

たときに出血を止める働きをする。このように、血液細胞は生体組織において非常に重要であ

る。しかし、健康な生物の血液細胞数が正常範囲内にあることを知るだけでは不十分であり、

血液細胞数の増減や周期的な挙動を分析する必要がある。その意味で、本研究テーマは数学だ

けでなく医学や保健学においても重要であると言える。 

血液細胞が骨髄の中でどのように生産されるかの概略は、以下の通りである。本来の役割を

果たす成熟した血液細胞は未熟な若い細胞から造られる。この未熟な細胞は造血幹細胞と呼ば

れている。造血幹細胞は細胞分裂をして２個の細胞となる自己複製能とあらゆる血液細胞へ分

化する多分化能をもっている。造血幹細胞が細胞分裂をして２個の細胞となったとき、１つの

細胞は多分化能のみをもち、もう１つの細胞は分裂する前の造血幹細胞と同じように多分化能

と自己複製能をもつ。多分化能のみを有している造血幹細胞は多能性前駆細胞になって、その

後、いろいろな前駆細胞や未成熟な細胞を介して、多くの種類の成熟血液細胞へと分化してい

く。したがって、骨髄内では、造血幹細胞、様々な分化段階の血液細胞、完成したばかりの血

液細胞が共存している。骨髄で分化し終わった血液細胞は、末梢血管を介して生体内の組織に

移送される。 

造血幹細胞が分化を繰り返して成熟血液細胞になるためには、経過時間が必要である。即ち、



 

時間遅れを考慮しなければならない。骨髄で分化し終わった成熟血液細胞は、末梢血管を介し

て生体内の組織に運ばれる。それぞれの血球には固有の寿命があって、老化したものはマクロ

ファージによって食べられ消滅する。赤血球の寿命は約 120 日と報告されている。白血球には

いろいろな種類があり、その寿命は数時間から数日、血小板の寿命は約 10 日と言われている。 

血液細胞の造血過程には、多くのホルモンや神経伝達物質が関与していることが医学の進歩

とともに解明されてきている。その過程は複雑であるが、その本質を捉えると、血液細胞が多

いときは造血幹細胞の分裂は抑制され、反対に血液細胞が不足するときは造血幹細胞の分裂は

促進されるということになる。したがって、血液細胞数に関するフィードバックは単純な正や

負のフィードバックではなく混合型である。この混合型フィードバックを表現するために、本

提出論文の造血モデルでは、異なる時間遅れによって支配される複数個の生産関数を用いてい

る。また、消滅部分と産生部分のそれぞれの係数が周期性をもつ離散関数であることも特徴で

ある。これは季節変動による周期的環境の変化の外的要因が考慮するためである。環境が一定

であると考えることは不自然である。周期的な季節変化は、天候、気温、食料供給や生物の性

的活動に大きな影響を及ぼす。生物の周囲の様々な環境の変化や生物の挙動の変化により、生

物の個体密度や生物に内在する成分が変化するという研究が古くからなされてきた。例えば、

生物に内在する重要な成分である血液細胞については、アンダルシア種の繁殖牝馬の血液学的

プロファイルが季節的変化を受ける温度、体の活動度、馬が食べる草の組成、および水の摂取

量の変化によって影響を受けるとの報告がある。また、正常なヒトの赤血球や血小板の個数が

季節変動を受けることを指摘した報告もある。血液細胞の周期的な変化を示唆する別の臨床的

証拠として、慢性骨髄性白血病の患者における白血球数及び血小板数の研究を挙げることがで

きる。このような臨床実験的な観点から、造血モデルにおける係数および時間遅れが同じ周期

をもつ周期離散関数によって表されると仮定することは合理的かつ現実的である。 

 造血モデルの先行研究では、血液細胞数が膨大であるため、それを連続体のように扱い、時

間遅れをもつ微分方程式を用いて解析することが圧倒的に多い。しかし、血液細胞数の増減を

調べるには、微分方程式の連続モデルよりも差分方程式の離散モデルの方が適していると言え

る。何故なら、ヒトや馬の血液細胞は１つ１つが別個の実体であり、それぞれが役割を果たし

ているからである。その事実は、血液細胞の量が１マイクロリットルの血液に含まれる個数で

表示されることからも理解できる。また、時間遅れを考慮するならば、過去のデータが必要に

なる。微分方程式の場合は、そのデータを連続関数として与えなければならない。しかし、過

去のデータを連続的に測定するためには、医療従事者がつきっきりで作業に従事しなければな

らない。これは不可能である。一方、差分方程式の場合は、過去のデータとして、有限個の測

定値だけで済むことから現実的である。 

上述したように、申請者の研究は、多くの臨床的観点から血液細胞の造血過程をモデリング

し、数学理論を用いた血液学の研究でもあり、純粋数学的側面に加えて、関連分野への応用面

に対しても，今後の発展が大いに期待される。 

本提出論文の序文(Preface)において、研究の背景と研究対象とする造血モデルを紹介した

後、第１章から第４章までの概要を述べている。第１章で数学的準備を整え、第２章から第４

章までが本論である。第２章は関連論文(a1)を、第３章は関連論文(a2)をそれぞれ再構成した

ものである。また、第４章は現在査読中の論文内容をまとめている。２編の関連論文の掲載先

はすべてレフェリー制度の整った国際一流雑誌であり、SJR: Scientific Journal Ranking では、

１編が Q1 誌で１編が Q2誌である。 

序文から続く第１章では、数学的準備を整えるため、第２章以降で用いる定義や数学表記を

まとめている。その後、本論文で重要な役割を果たす一致写像度論の継続定理とシャウダーの

不動点定理を概説している。 

第２章では、離散造血モデルが少なくとも１つの正のω-周期解をもつための条件を報告し

ている。この条件は、離散造血モデルの消滅部分と産生部分の周期係数の大小関係のみで記述

されており、条件が満たされるかどうかを確認し易いという利点をもっている。この結果は正

のω-周期解が存在することを示すだけではなく、その周期解の存在範囲まで明確にするとい

う長所も有している。証明には、一致度理論の継続定理を用いている。そのために、パラメー

タを含む非線形差分方程式を考え、その正のω-周期解の上限と下限を求めている。また、得



 

られた結果を説明するために、具体的な例とそのシミュレーションも与えている。 

第３章では、離散造血モデルがただ一つの正のω-周期解をもつためには、第２章で報告し

た条件にどのような条件を追加すればよいかを議論している。併せて、その周期解が安定であ

って、他のすべての解がその周期解の近づくこと、つまり、その周期解が大域的漸近安定であ

ることを詳細な数学解析によって証明している。その数学解析には、第２章で得られた周期解

の存在範囲に関する情報を不可欠なものとして使っている。また、結果の意味を明確にするた

めに、２つの適切な例を与えている。そのうちの１つは臨床検査で知られている健康なヒトの

赤血球の上限値と下限値及び臨床研究で得られた臨床データに基づいている。 

第４章では、離散造血モデルの正のω-周期解が安定であるかどうかは別にして、他のすべ

ての解がその周期解の近づくことを保証する条件は第２章で得られた条件と同じであること

を示している。この結果を証明するために、まず、離散造血モデルを別の差分方程式に同値変

換し、その差分方程式にシャウダーの不動点定理を用いている。 

以上のように，申請者は離散造血モデルの正のω-周期解の存在性、一意性、大域的漸近安定

性に関する優れた結果を導いており、本審査委員会一同は島根大学大学院総合理工学研究科の課

程博士の学位授与に充分に値するものと認定した。 


