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Using Continuous Wavelet Transform
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Interdisciplinary Faculty of Science and Engineering,
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Stochastic jump phenomena in the random responses of a Duffing oscillator subjected to narrow band excitation are

investigated. The stochastic jump phenomena correspond to the existence of multiple stationary responses, which differ in

phase to the excitation. In our previous paper, the product of each real wavelet of response and excitation is proposed as the

phase of each frequency component. But taking the moving average of the product over one period is necessary because

of pulsation. In this paper, the product of the complex wavelet transform of the response and the complex conjugate of that

of the excitation is used to evaluate phase of each frequency component. The central value of unstable region of the phase

in the frequency response function is used as the center of the range of the principal value of the complex argument, and

the value and bounds of unstable region are taken as the threshold for phase obtained from the wavelet transforms. Using

this range of principal value of complex argument and thresholds, two states of the response are successfully identified,

as well as the previously proposed criterion using real wavelet transform.

Key Words : Duffing Oscillator, Random Vibration, Nonlinear Vibration, Forced Vibration, Narrow Band Excitation,
Stochastic Jump Phenomena, Continuous Wavelet Transform

1. 緒 言

パワースペクトルにピークを有する狭帯域性の不規則励振力が Duffing系などの剛性非線形系に作用した場合，

応答の標本関数において，振幅が時間的に急激に変化し，しかも大振幅と小振幅の状態間の推移がランダムに発

生する，確率論的ジャンプ現象が生じることが知られている(1)．このような場合には，等価線形化法で得られる

RMS応答が多価となることが報告され，これらの値は大振幅時，小振幅時の局所 RMS応答と全体の RMS応答に

対応すると推測されてきた(1)．しかし，この推測の妥当性を検証するためには，応答の標本関数において大振幅と

小振幅の 2つの状態を合理的に分類する指標が必要になる．また，信頼性解析の立場からは，各状態をとる確率，

および各状態の安定性の尺度である継続時間が重要となる．

しかし，不規則励振の帯域幅が広くなるにつれて，大振幅と小振幅状態で取り得る振幅の範囲が広がり，状態間

の区別が不明瞭となる性質を持つ．そのため，標本関数の振幅に着目して各状態を区別した従来の研究では，励

振が振幅変調を受けた正弦波状となる帯域幅が狭い励振に関する研究(1)∼(4)が多く，帯域幅が広い場合については
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あまり研究が行われていない．

多重尺度法(5)などの解析的方法を用いて Duffing系の周波数応答関数を導出すると，例えばハードスプリング特

性を持つ場合には，大振幅と小振幅の各状態がそれぞれ，励振と応答の位相差が同位相と逆位相の各状態に対応

することが示される．そこで，この性質に着目して，著者らは励振と応答のウェーブレット変換の積を取ること

により振動数毎に励振と応答の位相差を求める指標を提案し，励振の帯域幅が広い場合でも応答の各状態を分類

できることを示し (6)，この指標を利用して確率論的ジャンプ現象の統計量を調べた(7)．

一方，これまでに著者らが行なった研究では励振と応答の実ウェーブレット変換結果から，励振と応答の位相

差を計算する方法を用いていた．しかし，Morletのマザーウェーブレット関数は複素関数であるので，変換結果

は複素数となる．そこで，本研究では複素ウェーブレット変換を利用して励振と応答の位相差を求め，以前の方

法により得られた位相差との比較を行なう．

2. 基 礎 方 程 式

次式の一自由度 Duffing系の運動方程式を考える．

ẍ+2ζ ω0ẋ+ω2
0
(
x+ εx3)= f (t) (1)

不規則励振力 f (t)は，平均値 0，自己相関関数 R(v)のガウス性定常非白色雑音とし，R(v)は以下の指数減衰調和

関数を考える．

R(v) = R0e−α|v| cosρv (2)

励振の帯域幅および卓越角振動数を表す無次元パラメータ Q,Ωを，対応する線形系 (ε = 0)の周波数応答関数

のピークの鋭さを表す ζω0 および，減衰固有角振動数 ω0
√

1−ζ 2に対する比として，以下のように導入する．

Q =
α

ζ ω0
(3)

Ω =
ρ

ω0
√

1−ζ 2
(4)

本研究では，Q ≤ 1.0という狭帯域性の不規則励振を考える．

励振力の自己相関関数 (2)よりパワースペクトル密度関数を求めると次式となる．

S(ω) =
∫ ∞

−∞
R(v)e− iωv dv =

2R0α
(
α2 +ρ2 +ω2)(

α2 +ρ2 −ω2)2
+4α2ω2

(5)

iは虚数単位である．本研究では，このパワースペクトル密度 (5)に文献(8)の手法を適用して励振の標本関数を作

成し，Runge-Kutta-Fehlberg法により式 (1)を数値解析して，応答の標本関数を作成した．これらの計算において，

時間刻みは ∆t = 0.05と設定した．

以下の計算では，系のパラメータ，および励振の強さを表す R0を

ζ = 0.05, ω0 = 1.0, ε = 0.1 R0 = 1.0, Ω = 1.5

と固定し，ハードスプリング特性の場合を考える．励振の帯域幅 Qは，0.1と 1.0の 2種類の値を考える．

3. 確定論におけるジャンプ現象

ここで，運動方程式 (1)において，励振 f (t)を

f (t) = εF cosωt (6)

とし，各パラメータを

ζω0 = εµ , ω = ω0 + εσ

2
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Fig. 1 Frequency response function for harmonic excitation

(— : stable, — : unstable)

とおいて，共振点近傍で多重尺度法を適用する(5)と，離調度 σ と定常応答振幅 xa，励振と応答の位相差 γ につい
て，以下の関係式が得られる． µ2 +

(
σ − 3ω0 x2

a

8

)2
x2

a =
F2

4ω2
0

(7)

γ = arctan
(

8µ
8σ −3ω0 x2

a

)
(8)

式 (7), (8)を解くと離調度 σ と定常応答振幅 xa，および励振と応答の位相差 γ の関係が得られる．ζ = 0.05,

ω0 = 1.0, ε = 0.1, εF =
√

2に対して，離調度 σ をさらに励振の角振動数 ωに変換して横軸とした時の定常応答振
幅 xa，および励振と応答の位相差 γ の変化をそれぞれ，図 1(a), (b)に示す．それぞれ，青の実線は安定解，赤の

実線は不安定解である．計算に用いたパラメータでは ε > 0なのでハードスプリング特性を示しており，励振の

角振動数 ωが 1.5付近で，図 1(a)の定常応答振幅と同様に，図 1(b)に示す励振と応答の位相差も多価となってい

る．また，この周波数応答関数が多価となる領域で，図 1(a)における大振幅が図 1(b)では励振と応答が同位相，

図 1(a)における小振幅が図 1(b)において逆位相に対応している．

4. ウェーブレット変換を用いたジャンプ現象の解析

4·1 連続ウェーブレット変換

関数 x(t)に対して，マザーウェーブレット ψ(t)による連続ウェーブレット変換は次式で定義される．

c̃x(a,b) =
∫ ∞

−∞

1√
a

ψ∗
(

u−b
a

)
x(u) du (9)

∗は複素共役を表す．パラメータ aと bはそれぞれ，スケールパラメータとシフトパラメータである．

式 (9)は関数 ψ∗(·)と関数 x(·)の畳み込み積分に類似した式であるので，文献(7) (9)より次式の逆フーリエ変換で

式 (9)の演算を行う．

c̃x(a,b) =
1

2π

∫ ∞

−∞

√
aΨ∗(aω)X(ω)e iωb dω (10)
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また，パラメータ a,bの物理的意味より，本研究では T > 0として以下のように a,bの変数変換を行う(7)．

cx(T, t) = c̃x

(
Ωψ T
2π

, t
)

=

√
2π

Ωψ T

∫ ∞

−∞
ψ∗
{

2π(u− t)
Ωψ T

}
x(u) du (11)

Ωψ はマザーウェーブレット ψ(t)の卓越角振動数である．式 (11)の変数変換を行うことで，cx(T, t)の値は時刻 t

における周期 T の成分を示すこととなる．

本研究で用いるMorletマザーウェーブレットとそのフーリエ変換は次式で与えられ，これらの式から分かるよ

うにその卓越角振動数は Ωψ = 5である．

ψ(t) =
1

π1/4 exp
(
− t2

2
+5i t

)
(12)

Ψ(ω) =
√

2π1/4 exp
{
− (ω −5)2

2

}
(13)

4·2 複素ウェーブレット変換を用いた励振と応答の位相差の解析

著者らは以前の研究(6) (7)において，振動数毎の励振と応答の位相差を表す指標として，次式で表す励振と応答の

実ウェーブレット変換結果 c f (T, t), cx(T, t)の積を提案した．

c f x(T, t) = Re{c f (T, t)} ·Re{cx(T, t)} (14)

この c f x(T, t)は，時刻 t における周期 T の成分に対して，励振と応答が同位相であれば 0から正の値で振動し，

逆位相であれば 0から負の値で振動するという指標であり，その変動の正負で位相差の判別が可能である．また，

励振と応答の着目している成分が小さいときは 0に近く，着目成分が大きいときは 0からの変動が大きくなると

いう性質を持っており，大きい振幅を持つ成分が特定しやすいという利点がある．その一方，これを利用して確率

論的ジャンプ現象の統計量を求めようとすると，着目する周期成分における指標の振動を移動平均によって平滑

化する必要があった(7)．

そこで，本研究では励振と応答の複素ウェーブレット変換 c f (T, t), cx(T, t)の積の偏角として以下の指標 φ f x(T, t)

を提案する．

φ f x(T, t) = arg{c∗f (T, t) · cx(T, t)} (15)

式 (15)は次式のように変形できるので，

φ f x(T, t) = arg{c∗f (T, t) · cx(T, t)} = arg
{
|c f (T, t)|2 cx(T, t)

c f (T, t)

}
= arg

{
cx(T, t)
c f (T, t)

}
(16)

この φ f x(T, t)は着目周期 T における励振と応答の位相差を表すこととなる．しかし，位相差としてよく用いられ

る商 cx(T, t)/c f (T, t)とは異なり，式 (15)の φ f x(T, t)は，従来の指標 (14)と同様に励振と応答の着目している成分

が小さいときは 0付近の値となる指標である．また，非線形系に特徴的な振動である高調波共振，分数調波共振

などがあっても，0による除算が発生しない．

帯域幅 Q = 0.1の場合における励振と応答の標本関数に対して，式 (15)で定義される φ f x(T, t)と従来の研究に

おける指標 c f x(T, t)を比較した結果を図 2に示す．図 2(a), (b), (c)はそれぞれ，応答の標本関数，式 (15)の指標，

従来の指標である．図 2のウェーブレット変換結果 (b), (c)では，横軸と縦軸がそれぞれ時刻と着目周期であり，

緑が 0付近の値，赤と青がそれぞれ正と負の値を表している．また，図 2のウェーブレット変換結果 (b), (c)中の

黒の実線は，狭帯域励振の卓越周期を表す．

図 2(a)より，t = 180と t = 350付近で振幅が急激に減少してまた増大する確率論的ジャンプ現象が発生してい

ることが分かる．図 2(b)の卓越周期の成分に着目すると，指標 (15)が上記のジャンプに対応して，同位相を表す

緑から逆位相を表す赤と青に変化してまた同位相の緑に戻るという変化をしていることが分かる．よって，図 2(a)

における振幅と同様に，図 2(b)の位相差で応答の状態の判別が可能であることが示された．

一方，振幅による判別では小振幅と大振幅を分けるための閾値を設定しなければならず，また，励振を大きく

すると一般に 2つの状態の振幅が大きくなるため，その基準の設定方法が問題となるが，位相差による判別では
4



  -6

  -4

  -2

   0

   2

   4

   6

 0  100  200  300  400  500

x

t

(a) Sample function of response : x

 0  100  200  300  400  500

t

   0

   2

   4

   6

   8

   10

T

−π −π/2 0 π/2 π

(b) Phase by proposed method : φ f x(T, t)
(— : dominant period of excitation)

 0  100  200  300  400  500

t

   0

   2

   4

   6

   8

   10

T

-10 -5  0  5  10

(c) Phase by previous method : c f x(T, t)
(— : dominant period of excitation)

Fig. 2 Samples function and phases by wavelet transforms (Q = 0.1)

次節で述べるように近似周波数応答関数から逆位相と同位相を判別する閾値を設定できる利点がある．そのため，

閾値の設定という視点からは，応答の位相差で判別する方が望ましいと考えられる．

また，提案する指標の図 2(b)と従来の指標の図 2(c)の比較より，どちらの位相差も同等に応答の状態を判別で

きていることが分かる．しかし，従来の指標では単なる積であるため応答振幅が大きい時には値が大きくなるこ

とと，図 2(c)で縞模様として表れているように 0と正または負の値を繰り返す振動があるため，偏角で位相差を

求めた式 (15)の指標の方が優れていると思われる．

4·3 応答の状態の判別に対する位相差の導入

前節において，確率論的ジャンプ現象における応答の状態を判別するためには，式 (15)の指標 φ f x(T, t)が望ま

しいことが分かった．本節では，励振の卓越周期における φ f x(T, t)の値に閾値を導入して，応答の状態を判別す

ることを考える．
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まず，複素ウェーブレット変換における励振と応答の位相差 (15)において励振の卓越周期 2π/ρに着目し，Φ f x(t)

とおく．

Φ f x(t) = φ f x

(
2π
ρ

, t
)

(17)

また，位相差の閾値として，先ほどの調和励振に対する周波数応答関数の位相差の図 1(b)の不安定解の存在する

領域が適切であると考え，その位相差 γ の不安定解の領域の上限と下限をそれぞれ γu,γl とおいて，γu,γl の平均値

を γ0と設定する．図 1(b)に γu,γl ,γ0をそれぞれピンク，水色，黒の実線で加えた図を図 3に示す．

先ほどの図 2(a)，および式 (17)の Φ f x(t)と閾値 γu,γl ,γ0をそれぞれ，図 4(a), (b)に示す．図 2(b)において逆位

相を表す部分が π と −π の 2つの値をとっていることより，図 4(b)では偏角の主値として，

1. Φ f x(t) ∈ [−π,π]

2. Φ f x(t) ∈ [−2π,0]

3. Φ f x(t) ∈ [γ0 −π,γ0 +π]

の 3種類を考え，それぞれ緑，青，赤の実線で示す．また，γu,γl ,γ0をそれぞれピンク，水色，黒の実線で示す．

図 4(b)より，偏角の主値を [−π,π]や [−2π,0]に取ると，折り返しのために主値の上限と下限を往復しているこ

とが分かる．このような閾値の横断はジャンプの誤判定につながることとなる．一方，主値が [γ0 −π,γ0 +π]の場

合では，折り返しが起こっていないことが分かる．よって，偏角の主値を [γ0 −π,γ0 +π]ととるのが望ましいと言

える．

次に，主値を [γ0 −π,γ0 +π]とした励振と応答の位相差 Φ f x(t)に対して，単位ステップ関数U(·)を用いて次式
のように応答の 2値化を行う．

ξu(t) = U{Φ f x(t)− γu} (18)

ξ0(t) = U{Φ f x(t)− γ0} (19)

ξl(t) = U{Φ f x(t)− γl} (20)

式 (18)–(20)によって 2値化された ξu(t),ξ0(t),ξl(t)をそれぞれ，図 4(c)–(e)に示す．図 4(a)の応答の状態が，励

振と応答の位相差により図 4(c)–(e)のように 1と 0に判別できていることが分かる．ただし，γuと γ0による判別

では，ジャンプの起きた時間が多少異なるもののジャンプの回数は同じであるが，γl による判別では，図 4(a), (b)

の小振幅・逆位相の領域での振幅のゆらぎをジャンプと誤判定しており，ジャンプの回数を多く判定していること

が分かる．そのため，帯域幅 Q = 0.1の結果からは γu, γ0による応答の判別が望ましいと結論づけられる．

励振の帯域幅を Q = 1.0とした場合の結果を図 5に示す．各図 (a)–(e)は図 4と同様である．図 5(b)より，Q = 1.0

の場合でも Q = 0.1と同様に，位相差の偏角の主値を [γ0−π,γ0 +π]ととるのが望ましいと言える．ただし，t = 210

付近と t = 470付近に見られる位相の反転については主値の範囲の設定で対応できないので，今後検討を行なう予

定である．一方，図 5(c)–(e)から，Q = 0.1の場合とは異なり，Q = 1.0では γuと γ0による判別でジャンプの回数

が等しくなっていないことが分かる．図 5(c)–(e)におけるジャンプの回数を表 1にまとめる．表 1より，閾値が 0

に近づくにつれてジャンプと判定された回数が減少していることが分かる．この帯域幅では閾値の値によってジャ

ンプの回数が変化するので，今後，閾値を合理的に決定する基準を検討する必要があると考えられる．
6
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Fig. 4 Phases by wavelet transforms and binarizations of response (Q = 0.1)

5. 結 論

狭帯域不規則励振を受ける Duffing系の確率論的ジャンプ現象に対し，複素ウェーブレット変換を適用して，励

振のウェーブレット変換の共役と応答のウェーブレット変換の積の偏角から励振と応答の位相差を求め，応答の

状態を判別する指標を提案した．励振と応答の標本関数を作成して応答の状態の判別を行い，以下の知見を得た．

• 提案した複素ウェーブレット変換による指標は，前報の実ウェーブレット変換による指標と同等に応答の状
態を判別することが可能である．一方，前報の指標とは異なり，今回提案した指標は 0と正または負の値を

繰り返す振動がないという利点を持つ．

• 周波数応答関数の位相差の不安定領域の中心の値 γ0を用いて，着目時間における励振と応答の位相差の主値

を [γ0 −π,γ0 +π]とすることにより，折り返しが少ない位相差が得られる．

• 主値を [γ0 −π,γ0 +π]とした位相差に閾値を適用することにより，応答の大振幅・同位相状態と小振幅・逆位

7
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Fig. 5 Phases by wavelet transforms and binarizations of response (Q = 1.0)

Table 1 Number of jump phenomena (Q = 1.0)

Threshold γu γ0 γl

Number of jump phenomena 13 19 32

相状態が判別できる．

• 今回の計算において，帯域幅が狭い場合には閾値に γ0と不安定領域の上限を用いた時のジャンプの回数は同

じであったが，帯域幅が広い場合には閾値を大きくするにつれてジャンプの回数が減少する結果が得られた．
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