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行刷のJ・曲・標準形について

新　　谷　　三・　郎

　　（昭和31年11月30日受理）

Saburo　Ar瓢ya：Ou　Joraan’s　Nor㎜a1皿orm

　　　　　　　　⑪fム征a虹iCeS

　從来行列のJo・dan標準形についてはその必要性を示すためには単因子論が用いられてい

た。以下は此複雑な単因子論を使用しないでその標準形に到達することを目的とする。

但ベクトル室聞の性質を使用する。

§羽倒行列の簸衡学的慧義

　　　　　　　　　　ツ1　　　　α11α・ゾ・　α・刎　狛

　　　　　　　　　　ツ2　　　α21α22．．　伽柵　狛

　　　　　　　　　　　　ノ、　　㌦、伽、＿＿α、刎　狐

を略してγ＝五xと書く。却ベクトルxは：行列λを左乗する1二とによつてベクトルγに変

換される。此間座標即基（基底ともいう）は前と変らないとする。Xを原像　rを1像とすれ

ば行列五は作用素と考え得る。

　若上式に於てベクトル自身は変らないものとしX及γはその異る表現とすると上式は基叉

は座擦の変換である。此時λは正則即止1が存在するものとする。即正則行列4は座標変換

とも考えられる。

　今正則行列0は底標変換とし　X／＝0X　　y1＝0γ　とすれば勿論　X＝C」1×1

γ＝0‘1y／である。叉λ，〃を作用素としてγ＝五X，γ＝〃X／とすれば

　　　　　　　　　　　　〃X；1＝γ／＝Cy＝C且X＝C40－1X；1

　　　　　　　　　　　　　　　　五1×1＝CムC’’X：1

即〃＝CλC－1は作用素λを異る基叉は座標で表したものである。そしてC420一・二

C40－1Cλ0－1＝〃　C甘0－1＝（ωC」1）3＝〃等々である。叉尾が基礎体Kに属するス

カラーならぱ0（鮎）C一＝為（Cλぴ1）更にC（ム十3）0‘㌧C4C－1＋CB0．1だから之等を

組含せて！（”）が多項式である時　α（λ）C－1＝！（”）となる。

！（λ）に対しOでないベクト・ルXがあつて！（ム）X＝Oならば！（λ）はXを治すという。斯

様なxの全体はK加洋をなす。換言すれば

　1（∠乱）疋；0　グ（五）亙；0　な1らば　　　　　　1（■4）（兄十兄）螢O

　居がスカラーで冶∈五　　　　ならば　　　　　　！（ム）（居兄）＝0

此様なベクトノレxの全体即室間を！（五）の零点集合（］）とい㌧！（λ）で表す。
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　今γ；CX　3＝CムC・1　X∈ノ（五）とすると

　　！（3）y＝！（㎝C一・）CX；σ（五）X＝0　　∴グ（遍）y＝0

叉逆に0は正則である故1（遍）γ＝0から∫（五）X＝Oも得られる・貝P1（五）と八β）とは同

一部分室間の異る基による表示である・

　叉五の多項式八λ）は唯一の行列λを含むのみであるからλとは可換である・故に

x∈1（■4）なら　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　！（五）（五X）＝〃（五）X＝O　　　∴λX∈グ（A）

此事をグ（五）は五及！（λ）に対して不変（2）であるという。

　§塞、ぺ勿駈ル窒聞の双対性（3）　　　　　　　　　強

　二つの多項式！（五）と9（λ）との最大公約数をスム）∪9（五）で表し最小公倍数を

！（λ）∩g（ム）で表す。然る時

　定理　　　　　　　　　∫（五）U9（λ）＝！（λ）∩9（五）

　　　　　　　　　　　　　∫（λ）∩9（五）；∫（ム）Ug（五）

証明X∈グ（ム）∩9（λ）→！（λ）X＝9（λ）X＝0

∫（λ）U9（λ）：♂（λ）　　→6（λ）二珂五）！（λ）†θ（五）9（五）

　　　　　　　　　　♂（五）X＝0　　ノ・（A）U9（五）∋X

　　　　　　　　　　！（五）U　g（五）⊃！（ム）∩9（A）　　　　　　　　（且1

　　　　　　またグ（刈＝1（λ）4（λ）　g（ム）＝g1（五）ψλ）　とおけば

　　　　　　　　玖五）X＝O　→　ノて五）X＝9（λ）X；O

　　　　　　　　　　！（■4）　∪　9（五）　⊂∫（■4）　∩　9（■4）　　　　　　　　　　　　　　（2）

　　　　　　ω到カ、ら　グ（λ）U9（λ）二∫（五）∩9（五）　　　　（第一式証了）

次に犬λ）n9（五）＝ゐ（λ）一今乃（λ）＝尤（λ）八λ）＝9・（λ）9（五）

　　　　　　　　　　　　　　　　　力（λ）尤（λ）十92（λ）＆（A）二E

　　　　　　榊）X＝O→X＝脳＝κ五）ノμ）X＋9・（λ）9・（λ）X＝y＋Z

とおけば久λ）y＝XA）力（五）〃λ）X＝力（λ）八五）尤（五）X＝力（五）乃（五）X；O

　　　　　　　　　　　y∈　f（A）　　同様に　　　Z∈　9（λ）

　　　　　　　　　　八五）∩9（ム）⊂グ（λ）∪9（λ）　　　　　（3）

また　x∈ノ（五）U　g（λ）　　　γ∈グ（λ）　　z∈g（λ）　x：γ十z

一今乃（五）X＝乃（ム）γ十ゐ（λ）Z＝力（λ）μ）y←9・（λ）9（五）Z＝O＋O＝0

　　　　　　　　　　　ノ（λ）　∩　9（■4）　⊃　グ（λ）　U　9（λ）　　　　　　　　　　　　　　　（4、

（3）（41から　　　　！（λ）∩9（五）＝八A）U　g（λ）　（第二式証了）

　それ故若犬λ）∪9（λ）＝亙　なら　重＝0だから犬A）∩9（λ）＝0　此持

犬λ）9（λ）＝八λ）∩9（λ）＝八λ）U9（λ）は杜通元素のない室間を連緒したものである・



之を直和という。その任意のベクトルはノ（五），9（五）のベクトルで唯一通りに表される。

何となれば若x＋γ二xl＋rなら∫（λ）∋x－xl＝γ一γ∈9（五）　　x一刃＝

γ1＿γ二0よりX＝X1γ＝”を得るからである。

　§3、圏宥多項武の零点集合

　拠次正方行列λの固有多項式ψ（κ）＝1姻一刈が互に素なる二因子の積に分解されψ（”）＝

／（π）9（κ）となるものとする。H伽11ton－Cay1eyの定理（4）によつてψ（λ）＝0であるからψ（λ）

は全室間を表す。一方ノ（五）及9（λ）は交わりのない二つの都分室間で之等を連結すれば全

室間となる。故に基を適当に選んで■

見ムー・風∈スλ）　風十。，風十・，……耳∈g（ム）なる如く取れば室間の任意ベク

トルは此基によつて必す唯一通りに表される。初の基から此基に移る事は座標変換であるから

正則行列Cで示すことが出来る。CλC■1＝3とおく。八五）却∫（3）を．脇　9（λ）即9（3）

を脇で表す。任意のベクトルXはCによつて

　　巧　　　　　0
但　　　∈〃1　　　∈泌である。前述の如く肌は∫（β）及3に対して不変であるから
　　○　　　　　篶

　巧　　　Z1　　　　　　　　　　　　　　　ツ1　　　21’
β　　　＝　　　詳記すれば　　　　　　　　　　　　　　　である。巧は任意と考えて

　0　0　　　　　みまゐ　ル＝み　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d　　6

　　　　　　　　　1　　　0　　　0　　　　　　　　　　風斗
よいから之に順次　　0　　　ヱ　　　O　　を使用すればβが　　　　　　の形であるこ
　　　　　　　　　0　　　0　　　　　　　　　　　　　　　0　舟
　　　　　　　　　　　　　　　　6
　　　　　　　　　6，　o，　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　0
とが分り，同様に。脇が，9（3）及3に対して不変だから　3　　　＝　　　　で従つて3が’
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　篶　　　易

　→←　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　凪　0
　　　　　の形であることが分る。　　　　C姓C’1＝β；
　廿昆　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　昆

は各冶弐及π一后弐の正方行列である。

　λの異る固有瞳をλ。，λ・，一・λ、としψ（劣）がψ（ガ）＝（卜λ。）α・（トλ2）α・……（卜λ、）α・と分

解されるならば∫（κ）及9（κ）も分解されるから上の方法を続行することが出来る。故に更に

適当な変換0を用いれば
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　　　　　　　　　　　　　　　　　’3。。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム2
　　　　　　　　　　　CムC．1二β＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’’風

と直される。3はβ。。，3。。，……β、。の直和であるという。

　　凪O　　　　　　風0　310　　　揚揚十00310＋O昼
3＝　　　　　なら　　一82＝　　　　　　　　　＝

　　　01茅。　　　　　　01塾　　01茅2　　01茅1＋1茅2000＋1妻2β2

　　　　　　3．30
同様に捗＝　　　　等々
　　　　　　　0323

　　　　　　　　　λ1妻チ十・μ1茅1t0
更に　λ抄十μ〃＝　　　　　　　　　　である故
　　　　　　　　　　　0　λ易s＋μ冴

　　　　　　　　　　　ψ（131）0　　∫（1茅1）9（131）0
0＝φ（五）C・1＝ψ（3）＝　　　　　＝
　　　　　　　　　　　　　0ψ（届）　　　0　！（助9（週・）

　　　　∫（属）9（易）＝∫（3。）9（属）＝0

然る時 ∫（ム）二〇g（風）キO∫（β2）キOg（盈）＝0

　　　　　巧
■証明　　　　∈肌
　　　　　O

　　　　　　　　　　　y1　　ノ（1茅1）O　】ζ
　　　　　　○二∫（3）　　＝　　　　　　　＝
　　　　　　　　　　　0　　　0八届）　0

　　　　　　　　　∫（凪）篶＝0　巧は任意だから前の如く

　　　巧＿　　　　　　巧　　9（凪）0　γ。
叉　　∈脇故0キ9（週）　　＝

　　　0　　009（32）0　　　　　　　　　　．・．　9（1云1）ユつキ0　　g（β1）キ0

同様に　　　　　　　　　八β2）キ0g（β。）＝0

此論法を続ければψ（ガ）＝（κ一ん）α・（卜λ2）α・…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　3。。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　昼2
　　　　　　　　　　　Cλ0－1＝週＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　貝、、．

　　　　　　　　　　　乃。（3。。）二乃。（3。。）＝

となる。

∫（3。）K0

0∫（艮）0

八凪）＝0

　　9（3。）L　O

　　O　g（β。）0

（証了）

（卜λ棉）α・＝ゐ。（劣）乃・（κ）・…

＝ゐ、（1弐、、）＝0

β。20

0β。2

・・カ、（ガ）　な。らば

以上ψ（β）＝0から伽（3碗）＝0が出たけれども遼の成立つことも明らかである。そして

これはHam11ton－Cay1eyの定理の内容を示すものである。

§碍、巾零行列
　前節の伽（助）＝（風rλβ）ψに0を改めて僻二〇と書く。詳言すればα次の正方行列3の

固有値は悉くOで〃二0である。然しβ≦αなるβで遍β＝0但ββ’1キ0とする。此様な3
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を巾零行列と呼ぶ。

　周知（5）の如く適当な正則行列Cを用いれば0・1β0の対角線にはβの固有値が並び左下半部

はOとなるような所謂三角行列に3を変形する事が出来る。今の場合βの固有値は皆Oである

から対角線にも亦0が並ぶ。

先す0・13Cの（12）分子が0でない場合には

1
一2

1 但2くブ室所はO

Cド

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．1

なる行列Gを右乗すると第二列のλ倍が第ブ列に加えられG一・を左乗すると第ブ行の一2倍

が第二行に加えられる。故にλを適当に選べばα一C一・逓0Gの（1プ）分子を0にする事が出来

る・そして此方法を反覆することによつて第一行ベクトルを（0舟00……0）とする事が出来

る。そこで

1
μ

1
C・＝　　　　　1．．．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．‘1

を右乗すると第二列がμ倍されα一・を左乗すると第二行が⊥倍されるからμを適当に取つ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ
てα．1q－10’130Gαの第一行を1（0100……O）の形に直すことが串来る。

若0’13Cの（12）分子が0で（1ブ）分子（但2くブ）がOでないならば

1
・一…一…O・一一一一

・・2

1
1 但室所は0

C。＝

l
　　1・．、

…プ

’
1

　　　　　　　　　　　　　会　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．1

を右乗すると第二列と第1列とが交換されC・・1を左乗とすると第ブ行と第二行とが交換され

る・それ故C・一1C一個CC劣の（12）分子は0でないもの，となる。以下は前の通り。
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若C一βCの第一行が悉く0ならばそのま」とする。

斯くして得られた行列は

O100・・　　　O

O
00一．　　　　　　0

O

叉は

0 0

であるから盈に今と同じ手続を繰返して行く。

　そうして最後に得られた行列を改めてC㍗咽むと書くとそれは

O　O
O。’二＼

但室所は0

1＼γ一1個

0
1

O

のようなものである。即対角線上にも亦0が並ぶ三角行列で右上部の対角線に隣接した線上に

若干個の1が並び他は悉くOである。その1はβ個隣鰺して並ぶ事は決してない。若そうなら

ばC・1斑はβ乗では決してOとなる筈がないのに

　　　　　　　　　　　（C－113C）β＝C－11事βC＝C■10C＝0

なる矛盾を生するからである。而してまたβ一1個並ぶような部分が存在することは

3β・1キ0　扱二0　から明らかである。

　そこでC‘個Cから此β次の小さい三角行列を引去れば残はβ≧γなるγ乗によつて0となり

γ一ヱ乗ではOとならないようなα弐三角行列となる。そこで上と同様にγ次の小さい三角行

列が存在するから此を引去る。以下同様にするとC□咽Cはβ丸γ次パー・の小さい三角行

列の直和である事が分る。勿論α＝β十γ十　　である。之等のβ≧γ≧　　の列は最初与

えられたAにより一定のものである事はいうまでもない。そしてこれらの三角行列は単因子諭

に於ける固有憎λ乞に付属する単純単因子（6）に該当するものであることは見易い。
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以上の全演算を 風ヶ一λ必に施し

C－1（風壱一ん亙）C＋λβ＝C－1風乞C

を作れば

．1伽＝

λ屯O

　λづ1＼、止β一個

　　　　　　　λ1∵ぺ個

　　　　　　　　　λδ1

九

の形となり此等の行列の直和即

1、。

．1・・

ノ’＝

入、

が所謂了0・dan襟準形である。 （終）
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