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準群についてのニフ三の注意

山　　　田　　　深　　　雪

§　1，　　Introduction

準群・戊一らがあ鵬・一1（孔物・伽）1拘∈吋に対して積を次の如／倉

義する。即ち

　　（蜘，幼，・……伽）（ツ1，ツ2，・…・・，ル）二（幼ツ1，”2ツ2，・一，伽ル）

然る時はθは叉準群となる・かふる準群をG1，＆，G3，一1G彬の直積ξ云う。叉準群θが群G戸

とr1ght（1eft）smguヱar　mon01d　I［即ち亙∋κ，ツならば常に〃＝ツ（妙＝κ）なる準群コとの直

積に同型なる時θをright（ユeft）ザ9roupと云ひ、準群Gがdght　singuヱar　monoid、ヱeft　sin－

guヱar　monoid，9roupの直積と同型な時θをquasi・狂9roupと云ふ。＝さて準群θが次の条件

　　　　　　（1）θには少なくとも一つ左（右）単位元が存在する。その一つをθとすれば
　　（A1）；
　　　　　　（至）Gに含まれる任意ρ休対し伽一1＝θ（α一ユα＝θ）なる右（左）逆元が存在す

　　　　　　　　る◎

を満足する時，その時に限りθはl　ng批（ヱeft）ザ9roupとなる事は銃に二，三の論文申に見ら

れる所であり，（1×2）叉筆者は1先に数学紙上談語に於て，準群θが

　　　　　（1）θは少くとも一つmiddユe　unitをもち，その一一つをθとすれ。ば
　　（A2）；

　　　　　（巫）任意のαに対して，θ紗＝〃θ二θ，〃α＝αを満すノが存在する。

を満足する時，その時に隈りθはquasけ一9roupとなる事を示した。ω但しθが準群Gの

lmiddユe　un1tであるとは，召2＝θで0∋茄ノとする時κ砂＝紗が成↓する様な元である。そこ

で＊一〇peratorをもつ準群＊一血onoid（3）とかregu工arityフco蛇g曲rityを満足する準群と

かを調べる場合に於て事あらかじめ条件（赴），（幽）と＊一〇pe磁雌，蝸gωar辻y菱c⑪蜷guヱa－

rityとの間の関係が明らかにされているならば，そのtypeを決定する上非常に好都合である

と思われる。よつて以下それ等の間の関係について記述してみたいと思う⑧

§2。ず一餌ouPとregular批yフcoreg趾ariむy，及びdua1endo皿orPhis皿

　　　　　との関係

［lLelm血a1コr1gt（ヱe筑）す一9roup・Gは次の条件を満足する。

　　　　　（1）0∋αなる佳意のαに対しαθ＝θ（θα：θ）。　互e航（nght）CO蝸guヱarエty
　　（現）；、

　　　　　（亙）G∋αなる任意のαに対し，鮒；紗（棚＝〃）ならばガ；ツが成↓す。

　　　　　　　　ヱe鶯（r1ght）reguヱar1ty

　　［証明コr1ghtγ一9roupの時のみ証明すればよいが，θがngh防一9roupならば0は条件

（五1）をみたすから（ム1）を仮定する時（易）の成立する事を云えばよい。、（1）任意のαを与・
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える時協o⊂θぼ明らか。故に蓮を云ふ。仮定よ、り粥一』召（砿θに於ける左単位元の一つプ

なる据一1が存在する。淀θなる任意のみをとれば脇一1あ；幼二6。依つて6∈掘。

即ち紹εθ。

　（皿）先づGθが群をなす事を云う。

　　｛a）　θe∈α召、あθならぱα％召＝α加∈6疹

　　（b〕θ＝θ岬∈θθ。且つθθ∋〃なる時α伽θ二吻なる故θは；αに於げる単位元。

　　lC）馳∋砺とする。徽■1二召なる炉1炬対し，粥⑧α一㍍＝徽・1θ⇒なる故α4移膝Gθ

　　　　に於げる右逆元である。

即ぢ動ぼ群をなす。勿論彬の逆元はα‘1θである。さて鮒竈砂なる時α（脇）二α（砂）。ζ牝

よ一り。瀦一1卯α脇＝炉1卯砿紗よつて倣＝紗。即ちガ：ノ◎、

［Le血1ma2コユeft（r1ght）reguヱar，ヱeft（r1ght）ooreguヱarな準詳θに於てぼ次の条件が成立

する。任意のαに対しα＊が定まり

　　（α）・（I）（助）＊二6＊α＊．

　　　　，（皿）（α＊α）ろ＝（伽＊）トろ［6（α＊α）＝6（αα＊）；あコ

　　［華明コdua眈証明出釆るから1eft．regular・工eft　coregu工aζな時のみ証明する。任意の

αに対し雄三θなる事から物二αなる助が存在する。かふる伽の一つを特に6とカペ事

とする。吻α；舳なる故〃＝α。即ち召は鮒；解＝αを満足する元である。さて任意のあ∈G

に対して鮒＝あなるCが存在し・かムるCについてθ肌＝鮒。故に幽＝6、之は召が左単位元な

る事を示す。さてκ∈θなる”に対し，脇；κなる伽が唯一つ存在し，且つか∫るみ俸対し

　　　一1　　　　　　　－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿1
て・鮒θ刻＝θ1なる吻ぷがmiqueに定まる事が容易にわかるから今珊メ・θ＝κ＊と捨げば劣＊は

κによつて一意的に決定する元である。

　　　　　　　　　一1　　　　　　　－1（皿）（粥）・＝（6免〃）・＝（6ぺ6）・

さて（・オ・・）一1・である二何者・眺前述のθと同様左単位なる事は明らかである・

靖一砿る故・（・；二⑤・）一肋一・θ。・即ち（粥）・一・が成立す・叉容易に（励・）・一・な

る事辛わかる（省略）。

　（1）次に（励）＊；6＊α＊を云う。

　　　　　　＿1　　　　　－1　　　　　　－1　－1　　　　　－1　　－1　　　一　　　　　　＿1　　－1
　　δ＊α＊＝（6θボθ）（αθ、田θ）＝6勿伽、リ＝6θボαぺ（伽θ〉＝（6θパ伽忽吻）⑧召

一方（α6）（卜1α‘1鋤）＝αθb炉1θ刎亨肋　　　　故に　ト1グi伽＝（泌戸
　　　　　　θb　伽　　　　　　　　伽　　　　　　　　　　　　　　　　　　砺　　％’　　　　　　留励

よつて　あ＊α＊＝（励）一11θ二（励）＊

　　　　　　　　　　θ助

［註コlLemma2よりψ（α）＝α＊とすれぼψはθから0の申への一意写像で且つ

　　ψ（励）＝（助）＊＝6＊α＊＝ψ（み）ψ（α）

なる故・ψはdlua1endo血orph1s1mである。叉か土るdua1endo㎜orphis岬ぼ

　　かぺα）＝㈱＊・9（α）α＝確＊α
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であるから卿（α）及びパα）磁が共に左単位元となる。此の様なψを工e並un1tary　dua1

瓠domorp雌s血と云う。遼に準群θに対して，θからθの申へのヱe也un1tary　dua1end⑨mor・

ph1sm　gがあるとすれば任意のα∈θに対してψ（α）＝α＊とおけぱか∫る＊一〇pe蹴orぼ

1Le：mma2を満足する。よつてLemma2は次の様に言換えられる。即ち

　1eft（「19ht）reguヱar，1eft（right）cOreguヱarな準群θに於ては1eft（丞1ght）un並ary　dua1

　endomorph1slmが存在する。

匹e醐蝸3］準群θが条件（α）を満せばf1ght（工eft）γ一9roupである。換言すれぱ0に於け

る1eft（nght）unitary　dua1endomorph1srnが存在すればθは；nght（1eft）ず一9roupである。

．［証明コθの任意の元αについて多％＊及びα＊αが左単位元となる場合nghtγ一9ro哩恒θ

がなる事を云う。（αが及びα＊αが右単位元となる場合，0がヱef蹄一9亙oupとなる事の証明ぼ

塗気釦a皿、に踏来るから〉。。

　1a1先づ0∋αなる一つのαをfixして考える。　　　　　・　　一　　一

　　　α＊αは左単位元である故之をθとす。

　（b）ろ∈0なる任意の6をとれば∵

　　　ろ（餅混＊α）＝一（肋＊）（α＊α）＝α＊α二像。即ちGは；6胆対する右逆元を持つごとたなる。

㈲，llb）によ一りθには1左単位元召があつて，任意のαに対し右逆元が存在する事が云われたがら、従

つて条件（ム1）が成↓する事となりθはnghtず・9roupである。

　［誌コ実際恒ぽ（01）の（皿）のみを仮定すればθがnght（ヱeft）す一9roupとなると云う事が

云紅れる。

　以上［Le血ma1コサ［lLe㎜ma2コ，［Lem皿a3コをまとめて次の［Theo蛇㎜1コを得るQ

　［Theorem1コ準群θに関しては次の3条件はequiYaヱentである。．

　（λ1）；（1）Gには少なくとも一つ左（右）単位元が存在する・その一つ牢とす牝ば

　　　　（皿）θに含まれる任意のαに対して伽一1；θ（α一1α；1θ）なる右（左）遼元が存在す

　　　　　　る◎

　（肋）；（1）0∋αなる住意のαに対してαθ＝・θ（0α＝G）

　　　　　（巫）θ∋αなる任意のαに対し鮒：妙（棚＝〃）ならばκ＝ツが成↓す。

　　　　　　任意gαに対しα＊が定まり

　（d）；（1）ζ助）・：ろ・α・

　　　　　（皿）（α・α）6＝（伽・）6：椰（α乗α）二6（αあ＊）＝ろコ

更に上の［Theore皿1コを言換えれば次の如くなる。　し　　　・．遣“

　［Theoore皿1’コ準群θに関しては次の3条件はequiyaユe丘tである。

　　I　（；はright（ヱeft）　ず一9roup

　　皿θはヱe允（nght）reguヱar且つヱeft（nght）coregu工ar

　　皿　0に於ける工eft（rエght）umtary　dua1endomorph1s醐が存在する9
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§3堀quasi・γ・gエouPと＊・monoid　　一㌻書　　・　一∴1ゼ　1∵

　〔Def1mt1on〕　＊一〇peratorの定義せられた準群Gが

　（1）任意σα∈θ湊るαに対し，（α＊）＊二α

　〈皿）佳意のα，比δなるα，あに対し，（砺）嘉二6＊み

を満足する時，亡θを’和血ono量dと云う。　　　　一　二　　　帥　・　一・一一一㌧…㌧

特炬・佳意のα∈θなるαに対し，脇＊が常にmidd1e　unitをなす様な＊伽ono地θをse曲一

　　　　　　　　　　　（4）un辻ary＊lmOn01dと云う　　◎

　〔Le伽蛆a4〕準群θがquas1サー9roupならばθは次の条件を満足する。　　　　　　i

（02）；一任意のαに対してα＊が定まり皿

一㌧（I）　θ∋ガならばκκ＊ガニ劣・　　　　　　　　　　　・　　　　　一　　　　　　一・…　一｝　…一

　　（皿）　θ∋κ，ノ，老ならばガ（ノγ＊）2＝κ（ツ＊ツ）2二五2

　〔証明〕θがquaSiザーgrOupであるから

　　（1）θにほ少なくとも一つ血idd1e　m辻が存在し，その一つを6とすれば　∴　一　∴∴

　　（皿）一任意のαに対してθη＝如θ⇒，φα＝”なるツが存荏す砧

　　　　　　　ωカ城立している　。　さて劣∈θとすれば上より，

　　　　θ鳩＝2物二召，塊ガー＝κ一、．　1　　　一．一．

なる2が存在する故，螂二妙と春げばκ＊は”により一意的に定まる。伺著。今他の二つめガ

により　鮒〆；〆如二劣’塊1炸κ　となつているとすれぼ紬焔1）二雄よつて漱屠ら釦。

即ち（泌6）〆＝顯よつて碗㌧雄、之は鋸’仁螂を意味する。故に劣＊棋坊炬妄抄一意的樽森

定まる。

　　（1）洲＊劣＝κ（θ尾g）κ二坪κiκ（但し上の如き尾）

　　（1）α（鮒＊）6ブ棚苧α鋤一α咋）6㍗ろ≒砺

　　　　α（ガ＊ガ）6rα（9テ鮒）6一呼≒ア（泌θ）6一ア予i励・

よつて（Le㎜血a4〕は成↓する。

　〔Le1mm，a4）と逆に1

　〔Le㎜ma5）準群θが条件（C2）を満足すればθはquasiγ・9roupである。

　〔証明〕o∋αなるαをとり多α＊炸θとおく。而る時は

　（I）（α＊α）（α＊α）＝α＊（伽＊α）二α＊α（巾等元）

　　　而も，み，6∈θなる6，6に対し6（α＊α）o＝肋だからθぼmidd1e　unエtである◎

　（皿）比θなる時，助＊θ＝ノとすれば

　　　　物二助助＊θ＝嚇＊θ＝θ2＝θ

　　　　功θ＝助＊伽＝助物＝θ2二θ

　　　　砂み＝・ゑ％＊％＝肋＊ク＝ク



よつてθは（42）をみたすからquasiザ・9rouPである。　　　　　　・．

　〔Lem伽a4〕1〔Lem：ma5〕より直に次の〔Theore触2）を得る。

　〔Theo「em2〕準群Gがqua千グ9roupである時・その時に隈り（02～が成立する・

　〔Defm1t1㎝〕準群Gが群G1とright　singu工ar　lmon01d1及びそれとd岨a1iso㎜orphicな

1eft　s1ngu1ar　mon01d　Jの直積に同型なる時，Gをs抑metric　quasLγ唱roupは）と云う、

一〔Theore1m3）S鋤蛆n並ary＊一血on01d　Gにおいて多任意の勿に対し常に徽＊α＝αが成立す，

るならばGぼsy㎜血etr1c　quasトγ一groupである。

　〔証明〕〔Theore血2〕よりGがq岨as1・卯9roupなる事ぼ明らか。sy触皿et蛆cなる事は次の

通りである。Gはq岨as1ガー9roupなる故任意のGに含まれる㎜a対maユ9roup　G’，醐a理ma1

right　s1㎎u1ar　monoid　R，max1ma11eft　s1ngu1ar　monoid　Lの直積（G’裏R，L）に同型で

　　（2）
ある　。

さて児・一1榊∈吋とすれば亙・は・に於ける㎜幽・脳…加・・・・・…とる。

何者・児＊∋地ツ†、キする時力＊ツ＊二一〇κ）＊＝κ＊・よつて工eft　singu1ar、軍に今五1⊃R＊なる多

・に含まれる1・…i…1・m・・⑥1・ムがあるとすれば・・斗・1κ∈叫とす鵬上と同様

λ＊はr1ght　s1ngu1ar　mon01dとなる事が容易に知られる。五＊⊃亙なる故，亙が：ma湿maヱな

right　singu1ar　monoidである事と考え合せて五＊＝泥を得る。よつてλ＝児＊③即ち之は1亙＊が

醐a塁1㎜a工1e免singωar加o虹01dである事を示す。故にGはG’，児亙＊の直積（G’，鳥亙＊）に同型

と弦るべ鎌華に一方児と亙＊な児∋力に対しκ＊∈坤を対応させる対応蘭係によりdua1isomo－

rp虹cである事が容易俸知られるから緒局Gぼsylm蝸tr1c　q脇si・宵・9roupである、
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