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固定周辺に勢断方が作用している場合

の正方形平板の挫屈について

　　長谷、川　　　節

傭和27年10月目本物理学会年会議演）

皿⑭序　　　論

　正方形平板が，その周辺に於いて，その平面内で作用する勇断力を受げる場合の弾性安定

の間題は，一つの固有値間題として，理論的に興昧あるばかりでわなく，実際間魑としても

構造力学上重要な間題であるから，今までにも既に多くの人々によつて論じら牝ている。こ

の問題は偏徴分方程式

　　　　　　　　舳一・1島一・（仁纂・募）

を指定され牝境界条件の下に解いてλなる固有値を定め牝ば解決さ牝るのであるが，周辺が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）　　　　　　　　（2）
支持さ牝ている場合は，且Tre砒z及びA　Wi1ers，工＆Newe11等によつて論じら牝て
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（わ
おり1叉相対する二辺が固定されていて他の二辺が支持さ牝てい、る場含はH？∫．Po11ard等

によつて諭じら牝ている。然し周辺が固定されている場合を解く事は，周辺が支持されて

いる場合にくらべて非常にむづかしい。従つて固定周辺の場合に対しで今までに得ら牝てい“
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）
る解はいす牝も近似解である・すなわち目高・大久保両氏は偏徴分方程式g数値解法に関す
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5）　　　　　．　　　（6）
るL　Co11atzの方法を用いてλの最小値を求め，友近1今井両教授及びS　Tmoshenko
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
はRay1eigh－R1tzの原理を用いてλの最小値を求めブこ。ま牝井口教授は境界条件を満ブこす

ような〃の適当な表示式を用い，偏徴分方程式をみ牝すように常数を決定するという方法
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）　　　　　　　　　　（8）　　　　　　　　（9）
を採用して，λの最小値を求めている。その他亘．工Po11ard，＄αRedshaw，A．Kromm
　（10）

藤田諾氏もまたそれぞれの最小値を求めている。とごろが加ご牝等の諾氏の求めたλの最小

値は互にかなり相違しているめであつ千，果し七いす牝が一番亭値に近いかを判定すること

が困難である。

　本論文では，先す前出の偏徴分方程式の特解を求め，それらのあらゆる線型的な組合せに

よつて得ら牝る解が境界条件を満たすようにλの最小値及諾常数を決めるという方法を採用

して，間題の厳密解を求めようと試みたのであるが，挫屈した状態で平板が釣合う牝めに勢

断力が採らなければならない最小の臨界値として著者が算出したものは多数値1計算の収敷状

況から判断して，殆んど真値に近いもののように思われる。実際MITの且Re1ssner教

授が友近教授宛の私信で1；訓らして来たところによると・・最近且Budiansky及びR，W・

Comorが固有値λの最小値に対する上隈及び下隈を求めプこが，著者の求めたλの最小値

は実に彼等の上下両限の間にちようど挾ま牝て〉・るのである。

　凪基礎偏微分方程式の解

　正方形平板の厚さ一様で且つ薄いものとする。変形を受けない場合における平板の中正平

面をκヅ平面として，その中心を原点に，且つ正方形の辺にそ牝ぞ牝平行に劣，ヅ両軸を，

g軸をκヅ平面に垂直方向にとるとするg今勇断力がこの平板の周辺に為v・て・平板の平
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面内で辺にそ牝ぞ牝平行牢作用するとすれば，辺

の単位長当りの勇断力の強さをS，辺の長さを2

必平板の厚さをゐ，変形して釣含いの状態にあ

る場合の板の申正平面上の任意点の2軸方向の変

位を〃で表わすとき，次の偏徴分方程式が成り

立つ：

嶋十・、島・；茅）一・嶋

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　……・…・・（1）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ここに

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亙が
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・（2）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　刀二　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　12（1一σ2）

は携み剛性率，亙及びσはそれぞ牝平板をつくつている物質のYoung率及びPoisson

比である。

　平面の周辺は固定さ牝ているから，境界条件は次のように表わさ牝る：

　　　　　　∴llll1業111／一）

　今

　　　　　　ξ一㌶．η一舌老　　　　．……一・（4）

なる変換を施せば，徴分方程式（1）は

　　　　　　∂4〃　　　　∂4〃　　　∂4〃　　　　∂2〃
　　　　　　∂ξ・十21ξ・∂η・十研一4λ∂ξ∂η＝0　　　　．（5）

のように変形され，ま牝境界条件は次のようになる：

　　　　　　；lll二∵lll〔　一

但し，こごに

　　　　　　　　2Sα2
　　　　　　λ＝　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）
　　　　　　　　1）炉’

呑易に矢口ら牝るように；（5）を満たす特解ば

　　　　　　θ（σ犯・桃・（十耐柳多Iセ（吻棚1・（ωバ柳，

あるいは

蹴へ（ξ一η）二農彬（ξ・狐

鍛ω一（ξ・η）誌・（ξ二外
…（8）

で争えら牝るOここ停



箆

一1一（が一去）士ノ孝一・〃

ω1一（糾去）士ノ孝十・1が

　　　　　　　（〃＝O，1，2，……）

ところが，間題の性質上最初から知牝るように，方程式（5）の解は次の対森性を満足しな

ければなら底い。すなわち，

　　　　　　〃（ξ，ηト〃（η，ξ）＝〃（一ξ，一ηト〃（・η，一ξ）．　　・一一…（10）

　従つて・（、8）に列挙した特解のうちで，今の間題に適するものは次の二つだけである。

　　　　　　coshσω（ξ一η）cos〃（ξ十η）、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・“…（11）
　　　　　　coshω犯（ξ十η）cos〃（ξ一η）．

　（9）におけるσ、は一般に複素数で，（oπは実数ま牝は純虚数である。ところで夕Ray1eigh

の原理を用〉・て得られる固有値λの最小値は8より小さいごとが知ら．牝ているが，しかもこ

の原理によつ亡得ら牝牝固有値は常にその真値よ眺大き1いのであるから，λの真値は8よ

り小さいことが知ら牝る。従つて，（0ηが純虚数に底るのは複号のうちの負号を採り且つ

拠＝O，1，2とした三つの場合だけである。そごで改めて

叫一／（が・勾十吊ト

ト／（が十幻・〉孝・・1叶

ω1－1（糾引一ノ芸十・1峠

（κ：O，1，2，一一）

（拠＝O茅1，2）

（〃＝3，4，…　“・）

…（12）

のように置くと，ω犯，リπおよびω二はすべて正または○となる。

　また，一方〃；0のときσo＝Oま牝は士れ／λ　となり，〃……1に対しては

　　　　　　σ犯＝（士α犯士クβ犯），　　（απ＞O，βπ＞O）

とおくと，

　　　　　　　　　　　　　λ　　　　　　　　　　一…（13）　　　　　　鳩一β麦＝・㌧ア

　　　　　　　　　　　λ2
　　　　　　4α覧β覧一て十2肋2

斯様にして，縞局条件（10）を満プこすような方程式（5）の解は次のように表わされるこ

とになる：

　　　　　　〃＝λ。cos〆ノλ（ξ一η）十刃岨犯cosh¢秘（ξ一η）cosβ犯（ξ一η）・cos〃（ξ十η）

　　　　　　　　　　　　　　　　犯：1
　　　　　　　　◎o　　　　　　　＋ΣμS1nhα吻（ξ一η）S蛆β。、（ξ一η）COS粥（ξ十η）

　　　　　　　　犯昌1
　　　　　　　　o◎　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　＋Σ8，coshω”（ξ十η）cos拠（ξ一η）十Σ風cosリ、（ξ十η）cosκ（ξ一η）

　　　　　　　　犯i0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　73＝0

　　　　　　　＋Σ風coshω二（ξ十η）cos拠（ξ一η）．　　　　　　　　　　………一（14）

　　　　　　　　肌＝3

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π次に・境界条件について考える・辺ξ＝士玄に為ける境界条件は
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　　　　　　　　∂〃
　　　　　〃＝一＝O　　　　　　　　∂ξ

であるが，こ牝等の代りに次のものを1境界条件として採用するζと年する：

　　　　　　砺　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

∫2　　〃s1n8η∂η＝0，
　侃
　2

空

！㌧簑・1・・炸叫

匹

∫2　　ωcos　lsη6η＝O，

　刎

（5＝O，1，2，一・） ・・……（15）・

　2

竺

11竺簑…炸α
2　．

　　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂〃同様にして・η二士万における境界条件としてば〃＝∂η＝O　の代りに次の晃のを

　　　　　　＊採乏ごとにする：

　　　　　　印．
　　　　　∫　　　　　　①　　　　　　一　　　　　　　診o　s1n8ξ∂ξ＝O，

　　　　　　　侃

空

∫2　∂〃
　　　s1n　sξ∂ξ＝0，
一空∂η

空

∫2　　zσcos8ξ6ξ二〇，

　砺一2．

空

∫
2　∂〃

　　　　cos∫ξ∂ξ＝0

1∂η

（・＝ρ，1，2，一…） …（16）

　　　　　　　2
　対称の条件（10）によつて，境界条件（15）を満ブこすものは必然的に境界条件（16）を満

たすことが理解さ牝る。従つて，（14）の解を用レて，．条件（15）を満たすようにすると，

ん，4，風，風に閨する次の連立一次同次方程式が得ら、牝る。すなわち，

　　　　　　oo　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　◎o　　　　　　　　　　oo
　　　　　Σl　A。απ1。十Σ五二α二1。十Σ8犯6〃1。十Σ風6ニェ。＝O∴　　　　…・∵・・…（17）
　　　　　犯≡0　　　　　　　　　　　73竺i　　　　　　　　　　　　π20　　　　　　　　　　　　〃＝0

　　　　　　oo　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　o◎　　　　　　　　　　　oo

　　　　　Σλ犯α桃十Σλ二α二2。十Σ凪6泌十Σ風6二2。＝O，　　　　・・…・……（18）1
　　　　　〃；0　　　　　　　　　　　　犯＝［　　　　　　　　　　　犯20’　　　　　　　　　　犯：0

　　　　　　oo　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　co　　　　　　　　　　　oo

　　　　　、刃ληα。。3、十Σ五紬ふ、十2風6犯3、十Σ泓孤脂＝O、　　　　　…………（19）
　　　　　犯＝0　　　　　　　　　　　　7乙；1　　　　　　　　　　　犯20　　　　　　　　　　　犯三0

　　　　　　o◎　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　　oo　　　　　　　　　　oo

　　　　　Σ1λ犯α刎、十Σλ二α二4、十刃風6が、十刃風弧、二〇．　　　　…・……・・（20）
　　　　　犯一0　　　　　　　　　　　78；1　　　　　　　　　　　　㎜讐0　　　　　　　　　　　73』O

ここに

＊　これ等の条件式を境界粂件として採ることについては次のように考えればよい。すなわち，例えば
　　　　　π　　　．　　　、∂〃
　　ξ＝士■「で〃拍よび万をηについて1と冗との間でFourier級数に展開したとすると，

　　新様な級数が（6）の最初の条件を満たすためにはc038η，sin8ηの係数がすぺて同時にOでなけれ

　　ぱならないことになるが，このようにして得られ・る条件式が（15）なのである。



．3ユ

　　　2〆ア1一．8π　2・　　　　　8πα・ド。」lSm■λπS1・了十、・一λ（1一…／丁π）…ア

硲㎏斗・…榊・・砕十鮮午8）2＋α饗芋8）21

凧・…α一1…砕嵜㌻8）2＋α2＋蓑奇8）211・i・号

十［（・…榊・・伽一・…π）1（・十・）与将5）2＋（ト・）α覧禁テ8）2！

・・榊曲1－1・i・伽1亙湛、）十亙1；秘、）／］…芋

（炉⊥，2，3，・…・）

㌶・［偽・…榊i・峠十綜十5）2＋硝紫与8）2！

枇・α一1…砕紫芋s）注α2＋蓑芽）211・1・号

十［・…榊i・伽1（・十・）α喋午8）2＋ト・）α喋宇5）2

一・州・…1－1…伽一・…1）1亙謀、）十亙戻、、1］…号・

（炉1多2，3，……）

勾ド・…ぺ十音十、）。・、2＋篭。、）。ト1・苦

・（・…1一・…ω・π）1、幕、）。・、赤竺犯、。／…芋

砿帖一・i叫π1㌶．（岩、〉・十鳩．（た、）。！…晋

十（…炸…鮒）1リぷ、）。・ツ2羊、）。！…芋

（炉O，1，2）

・1・一・1・・ωl1l、宕、筈十、）。・、雰十筈．、）、／…号

・（…版一・…ωl1）／、諸、）。十蒜竺、）。！・・晋

　　　　　　　（炉3，4，5，……）；

亙（〃±8）＝｛鳩十β2＋（〃士s〉2｝2＋4α2鶴；

　　　　　　　（炉O，1，2，一・）

　　　　　一　　　　　2λ　　　　8π　　　．　　＿　2■丁8　　　3π
吻・・＝（co帥■λπ・ユ）。し1・i・。十…■1π仁、・…ア

硲斗（・…叫π…氏π・…伽）（｛枠伽十8）織・（κ十・）21＋・α棚

十岬サ紫祭十（彬一8）2｝十4α撚）
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・・α紬・榊・・伽／（2笛浩8㌻十（2気淳／1…芋

十レ…αππ…1・己π1（・十・・）α喋羊1“8）2＋（卜・1）α2＋螢㌫）2／

・β一・…硲1・1・伽1（…1）α2＋綜芦）2＋（ト・がα紫壬芋s）2／］…

（κ＝1，2，3，……）

1ト［・…α一π・・伽（｛α婁ヰ州鵠書十（”十8）コ｝十4α燃

十｛α2ヰ”（トs紫穿十（”□舳峨）

sπ

2

・・1－！一（・…1－1…伽・・…1）1（2祭宇）十（2気痔8！／1・1・号

・［α一・…α一π…伽1（・…）α2＋隷十8，2・（卜・・／α2＋船Fs）2／

一氏・…榊…1l（・…）α喋竿十（ト・・）α芳当F8）2！1…号

（犯＝1，2，3，一・）

1一・・一（…肌十・…ω一π／嶋（嵜・無割…号・

一・岨・ω一11、紙黒・、鈴麦竺）。！…号・

（〃＝O，1，2，……）

砿堕一（…肌・…1一π）／簑圭な隼ちざ十簑圭嵩／…号

一・1岬1レ禁8路・リ禁洛1…号・

（κ＝O，1，2）

1ら・一（…肌・・…ωl1）1焦嵩・焦綜／…号

一・…一1π1て絡鳥・、篶弩）。／・・苔・

　　　　　　　．（炉3，4，5，……）；

　　　　　　　、一2∫．・π　．一2■T　・π
α・・＝（1＋…／λπ）、Lλ…2＋・1・／λπλ＿、・…丁・

・斗…α一π…1一π・…肌／1（…／α2青苧）2・（卜・）α鴻竿1

＋・らβ一・…α一1…β一1／遍㌶、）十亙澤、）／l…号

・卜i机π…吋等羊1∴8，2・α2＋綜F8）2！

凧・…α一π…峠十蓑岩1＋8）2＋α紫苧）2！1…号茅



鑓

（炉1，2，3，・一）

1ふ・一［…1－1・蛆外・1）α弓蒜8㌦ト・）α弓淳当F8ド1

一・1一β一（・…1－1…伽・…刈亙1井、）十亙ぼ、、／1…号

十［α一・…α切1…砕十祭評）2・α2＋瓢葦F3）2／

－／一・…α一π…1一π／α2＋綜“8，2＋α2＋崇1F8、コl1…㌻

（〃＝1，2，3，・∵…）

勾・・一（・…1＋・…一一1）1、品、、汁、景、）コ／…平

・・i・・一一1／、2＋音十、、。十、2＋1麦。、、・1…号・

　　　　　　　（〃＝O，1，2，3，一…）

砺イ。i。芽，l1二：1島弐、

砿・・一（・…1・…1－1）／鳩青篶、・十㌶羊、）。！・・号

十・・岬／レ2．き十、）。・硝．き．、）。／…芋

（〃＝1，2）

・1・・一（…伽十・…ωl1）1、品、、。・、羨、、。／…号

・・i・・ωl1l、島十、、。十、。十を．、、三／…苧

　　　　　　　（κ＝3，4，5，・一）；

　　　　、一2／T・．・π　　一　、2λ　・π
σ…＝・i・〆λπλ＿、・・1・2＋（…／λ卜1）λ＿、・…丁・

硲斗…α一1…伽／（・十・1）α2＋船1÷8，2・（卜・1／α2＋船テ8）2／

＋β一・…硲1・i・み1l（・十・・）α等蔚8）2＋（ト・幼α喋当F、ヨ！1…誓

十［（・…1－1…1－1一一…版／（｛α2ヰ州鵠享等十（勉十s）2｝十4蝋

十蝋サs）鵠≡祭十（κ舟4蝋）

一・1紬・1η1…伽／く2笛綜s）十（2宗茅8）／1…号・

　　　　　　　（炉1，2，3，・一）

1l一一［α一・…吻1…伽／（…1）α喉苧）2＋（ト・・）α等亨／



銚

一ん・i…π…伽1（・十・・）α等詩8戸・（ト・・）α等誇8γ／l・1・苔

・［・…榊伽（㈱＾”（”十8紫祭十（州十蛸β身

・｛α2一榊・8）影三祭十（κ舟峨）

十・脇・（・…叫π…み一・…π）1（2鴇千3）・（2謀テ叫1… sπ

2’

（〃＝1，2，3，・一）

㌦一…叫11、鵠為汁船剖…号・（・…叫π一…航）

・1烏縛十宗1…綜／…茅

（〃＝0，1，2，・一）

晦一・1岬1砦路・砦割…号

十（…㌦1一…11）1簑圭緒十雲圭嵩！…芋

（％＝O，1，2）

狐一・…ω1π1、給島・、鈴高／…号

・（・…ωl1一…航帖瑞素・紅狂卦・・茅

　　　　　　　　　　（炉3，4，……）

　連↓方程式（17）一（20）はλの特定の値以外の臼≡意Z）値に対しては一般にん＝λ二；瓦

＝風＝0の時にだけ満たされるのであるが，この場余は9方向D変位が全然起らなV・こと

になる。従つて，平板が挫屈した状態で釣合〉・得るためには，この連止方程式からん，μ，

風，風を消去して得られ・る無隈行列式」の値がOにならなけ牝ばならない。そして斯様

な行列式の値をOにするようなλの最小値に対する勇断力Sがわ．牝わ．牝の求めようとして

いる勇断力の最小臨界値を与えるものである。そLて，このように求めら牝たλの値を（171）

一（20）に代入す牝ばある一つの常薮に対する他のすべての常数の比がきまるごとになり，結

局平板中正面上の各点の網対変位がきまることになるのである。

　今，連立方程式（17）一一（20）の各式中のん，μ，8。乙，風の配列の順序をλo，8。，A，夙，

刈，瑚，ム8。，．μ，踏一・の順に変え・また式の配列順序を同一のsに対して（17），（18），

（19）ゾ（20）の瀬に無るものとする。そしてsに対して順次O，1，2，3，……の値1を与える

ことにす牝ば，行列方程式」（λ）二〇は次のようになる：

　　　　　　　α。ニニ。あ。二。α。。。ろ。。。砥。ろ｛。。α。。。ろ蜘

　　　　　　　α。。。ろ。。。α川ろ工。。0｛。。碓。。α。。。6蜘・一・

　　　　　　　σ。uろ。nαu。ろmα≦u6｛uα伽ろ洲一・

　　　　　　　α。；。ろ。。1α1。。6i。工0ζ。1ろ組α捌ろ捌…・・

　　　4λ）＝　　　　　　　　　　　　　　　二α…………（21）
　　　　　　　α。。工ろ。。。0。肌ろ。湖一・一……………・・一・一・

　　　　　　　α。仇ろ。41α141ろ工。工…・・一…一……一・…一…

　　　　　　　α012ろ0。。α。。。ろ1。。一・一…………一・・……・・
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亙凪　J（λ）＝⑰の根の計算

今，次のように新しv・係数o犯ゲ、，6二、、，ム、、，硯グ、を導入する；

　　　　　　　　　　　一π　　　　　αo州＝2cos2レ／λ一・ooグ、，
　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　π　　　　　　　π　　　　　α舳一2…h2α・・万・…コβ犯戸㈹（郷一1・2・3・．川．

　　　　　　　　　　　　　π　　　’　　　π　　　　　α二州一2…h2α犯万・…2β一万・・二舳（κ一1・2・3・．’’．

　　　　　　　　　　　　　π　　　　　6犯グ、＝2cosh2（oπ一・6犯、、，　　　　　　　　　（珊。＝＝O，1，2，・…

　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　π　　　　　助州一2…㌦万・∂二㈹　　　（・一〇・1・2）

　　　　　　　　　　　　π　　　　　助γ・一2…hω二万・∂二榊　　（・一3・4ジー“）

・
）

・
）

・
）

一・・…（22）

そうすると，これらの係数6勉グ、，6ζグ、，6、グ、，硯グ、は次のように表わされるごとになる。

　　　　　2■「「　　　一＿π　．　‘sπ　　28　　．　一π　　　8π
　　・・1・一。しλt・・■λ万…2＋λ＿。・t・・㍉／λ万…τ

炉［α一・…α考（・一・…1。。排十鰐÷3，2・α喋当一8）2！

・1。。（・・・…句・・氏舌件妻誇8，2・α2＋結テs，211・1・；π

・［凧1－1小・・）α哨崇）2・（ト・）α青当一8）21

＋・1－／。。・…1一舌…1一吾／亙嵩、）・、澤、）！l…等・

（％＝1，2，3，一＝）

・1お［1一（・…帆引…砕瑞芦α2＋鉗1戸8）2！

一岬1外…帖）1α音半・α肯竿／1…号
十［・・…1み・・1一吾1（・・1）α喋竿十（卜・）α弓淳当F）2！

一・1洲1パ児探、）・岸、）ll…号・

（〃＝1，2，3，一・）

ム・一・…ω一吾1，2＋音十、）。・、2＋雀．、）。／…号

・蜘1，2阜、）。・、高竺、）。1…号・

（仁O，1，2，一・）

硯一一佃叫糸．嵩十、）・十リ2．嵩．、）。／・・呼
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十刎1べも戸・高㌔戸！・・手

（〃＝0，1，2）

ん一蜘・一砧十筈甘切十筈→戸／峠

十卿1、ξ鳥市高㌔如葦・
（〃＝3二4，一5，…

炸島・・芽十鴛㎞巧鵬｝

㎏一一［〃岬（蝋→州綜壽十州十峨

十㈱→州繕十州十蛸β2）

一帖㎞・命・碍／（2甚浩斗（2気痔叩㎝号

十い・ψ一眺吾）1榊件船ド・・一肋津鰐F丹

十ん（・・鮒硲舌）伽卦・肋津麦詰ド戸・ト肋津綜Fド！1

　　　sπ
X…ア（・一1・みみ一）

ん一一・眺舌蝋吾（岬切刊、｝鯖十州十蛾

十㈱→州繕十州十幼2β2）

十叫帆剛／（2芸蔚斗（2宗字伽号

・レ（・・鮒小㎝碍1紬戸2＋蝋芦戸・ト肋等亨／

伽・脇吾（・一淋吾）1岬津敗竿十ト杜紘刊

　　　5π
×…2・（κ一Lけ’…・→

砧一蜘嶋篇！＋岩篶！／㎝苔

一狐託鵠等・蒜等トチ
（〃＝O，1，2，一・）

娯（㌦）僚縞1・岩焦細苔

一・狐4岩鳥・お高ト音



（紅O、且、2）

狐一岬嶋掌・鳥掌｛号

吻・4鳥筈・鳥等ト芳，
　　　　　　　　（〃二乱毛い…）；

　　　　2・　・π2／丁　庁π　。π
咋仁メs1n・十仁。・ta岬λ万…ア

炸トみ小切芦駕芹㌦一β駕デl！

・帖触・伽砧嶋）・烏）！ト号

小㎞ψ姉多）件粘㍗艦F！／

｛帖吾ト砕紫㍗鳥F）伽㌻
（％＝ヱ，み島……）

小砒和和β慕芦㌧戸紫、㌣
刈・｝緒）・ポ小号

仙柵小崎幣絆戸4艦芦）｝

切4姉云）仁努亨駕F）伽芽，
　　　　　　　（・＝Lみ島・一）

狐一蜘も品戸・、品戸ト号

・叫号1命・為ト芋
（仁qユ，a一。）

イ号1111∵

狐一刈、島・、竜ト号
・㎞外、岩・鴫、嵩→戸ト芋

（〃二1，2）

狐一刈烏・烏1峠

37
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　　　十・刎・刈、ξ十筈前ξ十雀→和芋

　　　　　　　　　（炉島毛包一…）；

　　　　2■丁・　斤π　・π　2λ　航
炸1一・ta川万…r仁ゴ…丁

斗㎞舟榊音）／曲喋1芦紬畔淳／／

小㎞命碍1榊戸鴇芦｝芦鴇円1
峠・［～）（岬柵｝綜書・州・峨

・榊如）｝繕十州十4判

一4砧帆糾討（2蝋守）・（2宗デ）脹芋

　　　　　　　　　（κ二L島卦一）

“い倫和和β襟戸／拙）硝鴛刊
切小叫吾）／紬）鴨芦・吻）喋1刊

峠・卜・如鳥吾（岬柵）｝縞十柵牌

十㈱如）｝繕十州十峨）

・・ψ榊）／（2鵠宍）十祭）加芋

（κ二1，a島……）

㍍制・叫討鵠十船為ト芋

刈／篶十焦綜ト芋
　　　　　　（κ：⑭Lみ一・）

孤切壮鳥・岩剖峠
・1（㌦儲篶峠痔ト㌻

（〃＝0，五，2！

孤一鮎・一4緒各・絡剖峠

一榊佑綜〉・禁ト予
　　　　　　　　！仁3？4テ5亨……！；



但Lここに

卿＝㌃芦寸軌号二1㌫びイ禺数）

蜘坐慧斗叫：1：㌫び偶数）

蜘＝㎝鴛箒ヤ峠：1：㌫び隅数）

榊一箒㌻／lよ叫㍍び偶数）
　　　　　coshα刎πcosβππ一cosππ
1M（α。。，β肌）＝

　　　　　　・・…2α考…2崎

coshα犯πcosβ刎π十cos〃π

（〃：偶数）

（〃：奇数）

39

ハπ（απ，β例）＝

・・…2崎…2β号

従つて，」（λ）＝Oは次のように変形さ牝る1

D（λ）＝

（刎1偶数）

（〃：奇数）

　　冨　　　量　　　言　　　冒　　　；
・・：1・16・：1・1・・帥1み1・1魂・1伽・蜘φ：1・

0…　∂…1・。・・’1φ。・14。・1∂｛。。・。。。島。。

・・。。6・u・m1φ、、84．1碓、、・、コ、払、、

0。。、∂。。。01。。6。。、〆。。16｛。。

6・。。6・れ0。。。伽〆：3．1∂ζ洲

0。。。6。侃0。。。3。。。4姐∂｛。。

0．1。∂・。。6、旭∂n．41。ψ、。

0。。。6・。。0。。。φ。。6｛。。冴。。

o22t

6洲

0蜘

0醐

o222

泓221　…い・

∂洲　　““

4蜘．

み2……

島22　・…

＝0一一・一（23）

　次に，6斯様な行列方程式1）（λ）＝0を満たすλの値を求めなけ牝ばならない。ごのため

に，この行列式の左上の要素0・・を基準として破線で示してあるように，右に向つτ刎列

を・下に向つて物行を採つて作つた行列式をD例（λ）で表わすζとにする。そして例を1，

2，3，一・・としたとき1）刎（λ）＝Oを満たす最小根λ肋を求め，棚が大きくなると共にこの

秤λ箪がある一牢幣に近づ千かどうヵ）を岬べ予1も←咋のヰう叶雫極騨が仔牢枠
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ば，これがわ牝わ牝の求める固有値λの最小値を与えるごととなるのである。ごの根を求め

るためにλに適当ないろいろな値を代入Lたときの1）彬、（λ）の値を求めると次の第1表のよう

になる、表の最後の行にはLagrangeの内挿法により求めら牝テこλ、、の値が記されている。

　　　　　　　　　　　　　　第1表D刎（〉）および）伽の値

＼ 1　　　　　．2 ・　1 ・　1 6
6．5 7．2996

6．O ＿O．4188 一1．5700

5．5 一〇．2071 一5．1832

5．0 0．0513

4．O O 0 O
）、物 4．O 4．O 4．O 5．G9 6．16

＼ 7 8 9 10 11

7．3〕 一2．0773×10－2 ＿6．0860×iO一・

7．25 一8．5112×10－3 一1，020×10－3 一1．7468×10－4

7．20 42772シ10一・ 一3．5788×1〇一3 1．2931×10■2 5．3ξ24×10－4

7．15 1．4336×10－2 1．3686×10■：

7．05 一〇．41524 一41536×10－2

6．95 一19476×10－3

6．85 O．42424

λ肌 6．945 7．125 7．164 7．247 7．234

＼ ・・　　1　　・・　　1 14

7．40 r－2．6819×10－5 ＿9．9404×10・7 一プ．0964X1O－s

7．35 ＿3，570×10－6 一2．8848×10－7 一⇒．1248×10－8

7．30 1．7923×10－5 3．9326×10口7 6．8932×10・9

λ肌 7．342 7．329 7．322

　第1表よ岳り知ら牝亭ように，刎の値が段々大きくなるに従つてλ刎の値はτ32……に収

叙する。従つて，行列方程式刀（λ）＝Oを満たす’λの最小値の真値は恐らぐτ32……と思わ

れ・る。

　以上の計算においては，（17）一一（20）の諾式から行列方程式を作るとき一禽数の配列順序を

λ。，β。，A，B。，刈，■夙，一・のように選んだのであるが，ごの順序を変更して得ら牝る行

列方程式の根を求める場合にお〉・ても，その根の値は刎の増加と共に前め場合と同じ極隈

値に近づく筈であ一る。実際，常数Z）配列1憤序をん，β。，ん，B1，…∴・とする代りに，瑚，ん，B．っ，

　　　　　　第2表プ、ユの　値　　　　　　　A，夙，κ硯一一のように配列順序を変更

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　して得ら牝る棚次の行列方程式の根をλ1刎で表
　　刎　　　　　　13　　　　　　　　14
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　わすことにすると，計算の緒果刎＝13’および
　　？’腕　　　7333　　　7331　　㍑、こ、、．．、．．、、、一、．＿、．、．　．、＿、、　．仰＝14の場命箏2奉恒示すようになるg1



　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　41

　λ｛戸Z33Lは前の場合の緒果λ物＝τ32…一と殆んど一致する。祉つで，λの最小値の真値

はZ32一…と採ることが出来ると思われる。

　参考の牝めに著者の得た値λ＝Z32・を今まで，多くの人々によつて得ら牝た値と比較

すると，次の第3表のようになる。

日高教授の値7．44902　　　一　　　　　　　　第3表λ　の　値

は，偏微分方程式の

数直解法に関する

Co11atzの方法を応用

して得ら牝た値カ・ら

外挿法にようて求め

た’もである。井口教

’授の解法は境界条件

を満たすような適当

な〃の表示式を採り，それらの一次緒合が〃に関する偏徴分方程式（1）を満ブこすように固

有値λを決定する方法であるが，数学的にv・ささか凝点があるばかりでなく，固有値の収敏

一性についても明瞭でない点がある。然し適当な〃の表示式を使うζとにすれば，かなりλ

に対してよい近似値が得ら牝るので実用的にほ興味ある方法である。ζのような方法で井口

教授が求めた値が7．29である。一方，友近・今井両教授の値Z74615および＆T1皿oshenko

の値Z725は共にRay1eigh・Ritzの原理を使つて算出し牝もので，両者は犬体等しいとみ

なさ牝る。周知のように，Ray1e1ghR1tzの原理によつて得ら牝る固有値の値は1股に真値

に対する上隈を与えるものである。われわ牝の間題に対する固有値の真値は当然ご牝等の値

より小さい；ことが最初から予期さ牝る。そごで，本論文で偏徴分方程式の解を求める時にも

このごとを考慮に入牝たのであつた。とごろで，井日教授の値Z29は，計算の各段階で得

ら牝る近似値の収敷性から知ら牝るように・かなり真値に近いものであろうと想簾さ牝る。

すなわち井口氏は，第1近似値として7．78，第2近似値とLて．τ53，第3近似値として

孔39，第4近似値としてZ29を得ら牝ナこのであるが，こ牝ら一連の近似値を亙に比較してみ

ると，その収敷性はかたり速いことが知ら牝るのであつて，従つて最陵のZ29という値（第4

近似値）は相当真値に近いように思われるのである。然しながら，第3表に示一しているλの

色々な値のうちいづ．牝が最も真値に近い値であるかを適確に判定する資料は今までになかつ

た。とごろが，序論において既に述べたように，最近MITのE．Reissner教授から友近

教授宛に来た私信によると，B．BudianskyおよびR．W．Comorもまた同じ間題を論じ，

固有値λの最小値の上隈および下限とLて，それぞ牝Z396およびZ319という値を得て

戸る・すなわち・λの真値は

　　　　　　7，319二λ二τ396　　　　　　　　　　　　　　（24）

という範囲にあるというのである。

　そごで，この結栗：を第3表と比較してみると，Redshawの値Z37は上の上限および下

隈り間に挾ま．牝るが，他の人々の求めたf直は，〉・すれも（24）におげるλの存在範囲外にあ

る。井口氏の値1Z29およびこれと全く一致しているPo11ardの値もいささか小さ過ぎるよ

うである。Lかしλの真値が（24）における下限71319の芳に近いか或は上限Z396の方

に近いかはわからないから，Redshawのf直7－37と井口氏およびPo11ardのf直Z29のうち

いす柞の方がすぐ牝ていろかを判断すろζと俸串来狂v・9仮；りこλの真慎が下限71319の

麦近。今井 目即大久保 井　　　　口 藤　　．田

7．74615 τ44902 τ291 鯛7’

Timoslhenk0　Krom

Po11ard二 Redshaw 長　谷．川

7．725 729 τ37 7．32’

それらの一次緒合が〃に関する偏徴分方程式（1）を満ブこすように盾
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方に近v・値であ牝ば，井口氏およびPo11ardの値は（24）におけるλの上下両限の闇に存

在しないにもかかわらす，Redshawの値よりも近似度の高v・値であるといえる。一方，筆

者の得牝λの値732　は（24）におけるλの上下両隈の間に存在し，Lかも，その近似値

の収敏状況も前述のように甚だ満足すべきものがあるのであつて，他の人々の求め牝近似値

の収敏状況に比べてはるかに優れているように思われる。そ．牝ばかりではなく，著者の解の

構成も他の人々の解に比べて厳密である。従つて，著者の得牝λの値τ32は恐らく固有値

λの最小値の真値とみなすことが出来ると思われる。

亙V。結　　　　語

　本論文では，四辺が固定さ牝ている正方形平板の周辺に一様な勇断力Sがその平板の面

内で作用する’場合における弾性牢定の間題を出来るだけ厳密に取扱うごとを試みた・そし

て，挫屈した状態で平板が釣合い得るために，基礎の偏徴分方程式における固有値λ（従つ

て勢断力S）が採らなけ牝ばならない最小の臨界値を求めた。結果は1次のようである1

　　　　　　　　2α2S　　轟
　　　　　　λ＝　　＿Z32　，
　　　　　　　　Dπ2

あるいは　　　　　　　　　　　　　　　一一一（26）
　　　　　　　　　　　　Dπ2
　　　　　　S＝3．66　　・　　　　、　。

　　　　　　　　　　　　α一

　今までに他の人々によつて得られたSの最小値と上の値とを比較し，種々詳しく検討し

た結晃Sの真値とみなして大過ないであろうと推論した。

　本論文で取扱つた問題は友近教授から暗示を受げブこものである。研究遂行の途中絶えす懇

切な御指導と御激励を賜わつ牝同教授に対し深甚の謝意を表わします。
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