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論文内容の要旨

集合値写像の凸性や準凸性、および不動点の概念は、凸解析学および集合値解析学のいずれに

おいても重要である。例えば、凸関数の劣微分は集合値写像であり、凸最適化問題の最小解は劣

微分のリゾルベントの不動点として特徴付けられる。またゲーム理論の均衡点は集合値写像を用

いて表現され、均衡点の存在性定理の証明には凸性の仮定と角谷の不動店定理が用いられる。本

論文においては、凸解析および集合値解析の理論に基づき、集合値写像の準凸性の概念と不動点

定理について研究を行うものである。

集合値写像の凸性や準凸性の概念は、集合値解析における問題を考察する際には重要な動きを

しており、先行研究において、様々な概念がそれぞれの著者によって別々に導入されている。し

かしながら、これらの準凸性の概念は適切には分類されておらず、どれくらいの数があるのかに

ついても正確には分かっていなかった。また Crouzeix による凸関数の準凸性からの特徴付け

（1977，[1]）は、集合値写像についても観察がなされている（Kuroiwa,Popovici,Roca,2015，[2]） 

ものの、どの準凸性の概念までがこの特徴付けが可能なのかは、これまで観察されていなかった。 

 不動店定理の研究は、主に完備距離空間上の不動点定理と、コンパクト凸集合上の連続関数に

対する不動点定理の二つが主流である。完備距離空間上の不動点定理は、（T1）から（T4）までの

４種類に分類されている（Suzuki,2008，[3]）。先行研究において、収束性は Picard iteration

という力学系でも用いられる反復法によって生成された点列について考察されており、縮小写像

の不動点定理（Banach,1922，[4]）を含む（T1）の研究が多くの研究者によってなされている。

しかしながら複数の不動点を持つクラスである（T3）に関する先行研究は少なく、実用上用いる

ことができる十分条件の研究は、我々が知る限り Subramanyam（1974，[5]）によるもののみであ



る。一方で、コンパクト凸集合上の連続関数に対する不動点定理は、Brouwer の不動点定理（1910，

[6,7]）が最も古く、その後さまざまな拡張がなされ、ハウスドルフ線形位相空間のコンパクト凸

集合上の連続関数が不動点を持つという Schauder の不動点定理（Cauty,2001，[8]）が有名であ

る。また Brouwer の不動点定理を集合値写像へと拡張した角谷の不動点定理（1941，[9]）は有名

であり、ジョン・ナッシュによってゲーム理論の均衡点定理を証明するために用いられている。

しかしながら、集合族上の写像に関する先行研究は少なく、Schauder の不動点定理の拡張にあた

るものは我々の知る限り見つけられていない。 

 このような先行研究の状況を鑑み、博士論文においては主として次のことを述べる： 

● 集合値写像の準凸性について、1 型と u 型の二項関係での分類を行い、Crouzeix の特徴付け

が可能となる概念を全て調べる。 

● (T3)に属し、Subramanyam が述べたものとは別の不動点定理、すなわち複数の不動点を持つ写

像の Picard iteration で生成される点列の収束性に対する十分条件を与える。 

● コンパクト凸集合族上で定義されているハウスドルフ連続な写像に対する不動集合定理を述

べ、Schauder の不動点定理の拡張となっていることを示す。 

本論文の構成は次の通りである。第１章では、主定理を導出するために必要である凸解析学の

基本的概念について述べる。第２章では、集合値写像の準凸性の概念を考察する。集合上で定義

されている二項関係のうち、実用上最も意味があると考えられている１型と u型の二項関係に絞

って準凸型を分類し、結果として１型と u型の準凸性が、それぞれ５種類および７種類となるこ

とを示す。その分類をもとにして Crouzeix の特徴付けを考察し、結果として凸関数の拡張で Jahn

の準凸性に含まれる全ての準凸性のクラスについて Crouzeix の特徴付けが成立することを示す。

第３章では、完備距離空間上の写像とコンパクト凸集合族上の写像に関する不動点定理を考察す

る。まずは完備距離空間上の不動点定理のうち、主として(T1)と(T3)に属する先行研究を述べ、

Subramanyam とは異なる(T3)に属する不動点定理、すなわち複数の不動点を持つ写像の Picard 

iteration で生成される点列の収束性について、(T1)の研究の流れに沿って Meir-Keeler 型の不

動点定理として導出する。この結果を用いて完備距離空間上の集合値写像における不動点定理を

考察する。また、コンパクト凸集合族上で定義されているハウスドルフ連続な写像に対する不動

集合定理を考察し、証明を与える。証明にはコンパクト凸集合族の埋め込み手法を用いる。また

この定理が Schauder の不動点定理の拡張となっていることを示し、不動集合が一点集合とはなら

ない状況について観察する。 
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論文審査結果の要旨

集合値解析学および凸解析学において、写像の凸性・準凸性と不動点の概念は相互に関連して

おり、重要な研究テーマである。例えば凸関数の劣微分は集合値写像であり、凸最適化問題の最

小解は劣微分のリゾルベントの不動点として特徴付けられ、またゲーム理論の均衡点は集合値写

像を用いて表現され、均衡点の存在性定理の証明には凸性の仮定と角谷の不動点定理が用いられ

る。本提出論文では、集合値解析学および凸解析学の観点から集合値写像の準凸性の概念と不動

点定理に関する研究を行うものである。

 先行研究において、集合値写像の凸性や準凸性については、それぞれの著者の観点から様々な

概念が別々に導入されているが、これらの概念は適切には分類されておらず、また Crouzeix の

特徴付けがどの準凸性の概念までが可能かについても知られていない。完備距離空間上の不動点

定理は、一般には Picard iteration という反復法によって生成された点列を考慮するが、複数の

不動点を持つ自己写像についての不動点定理についての研究はほとんどされておらず、我々が知

る限り Subramanyam によるもののみである。またコンパクト凸集合上の連続関数に対する不動

点定理は、Brouwer の不動点定理が最も有名であるが、集合族上で定義された自己写像に対する

不動点定理についてもほとんど観察がなされていない。申請者はこのような先行研究の状況を鑑

み、主として、１型・u 型と呼ばれる二項関係での集合値写像の準凸性の分類、Crouzeix の特徴

付けが可能となる概念の列挙、複数の不動点を持つ写像の Picard iteration で生成される点列の

収束性に対する十分条件、およびコンパクト凸集合族上で定義されているハウスドルフ連続な写

像に対する不動集合定理、について研究を行った。

 本提出論文は、レフリー制度の整った国際誌に掲載済みあるいは掲載決定の３編の関連論文を

元にして構成されている。第１章では、主定理を導出するために必要である凸解析学の基本的概

念について述べており、第２章では、集合値写像の準凸性の概念を考察しており、集合上で定義

され、実用上最も意味があると考えられている１型と u 型の二項関係に絞って準凸性を分類し、

結果として１型と u 型の準凸性が、それぞれ５種類および７種類となることを示している。その

分類をもとにして Crouzeix の特徴付けを考察し、結果として凸関数の拡張で Jahn の準凸性に含

まれる全ての準凸性のクラスについて Crouzeix の特徴付けが成立することを示した。第３章で

は、完備距離空間上の写像とコンパクト凸集合族上の写像に関する不動点定理を考察し、Picard 
iteration で生成される点列の収束性について、Subramanyam とは異なる複数不動点を持つ自己

写像に対する不動点定理を導いた。また、コンパクト凸集合族上で定義されているハウスドルフ

連続な写像に対する不動集合定理を述べ、埋め込み空間のアイディアを用いて証明を与えた。

 このように、本提出論文には十分に価値のある研究結果が含まれている。これらの結果は集合



値解析学、凸解析学における既存の結果を発展させたものであり、申請者による研究の価値は十

分に大きい。以上の理由により、本提出論文は本研究科の課程博士の学位授与に値するものと判

断する。


