
数学科における間題解決の心理学的研究

三　　滴　　泰・

I間題解決におげる問痘

皿　間題解決の論理的分析

1皿　聞題解決の心翠的局面

皿　間題解決の学習指導法

Y　問題解決の心理的実験

　　I　問題解決における問題

　1間題のもつ意味

　間題解決という用語の解釈は多様であるから予め「間題」のもつ意味を明確にして混迷を

さける用意をして為くことは望ましいに違いない。そこで問題のもつ意味を内面的と外面的

に先寺分げていく。　　　・一　．　　．

　①内面的意味について

　これは間題とは何か？　に対する解答で示されるところの間題の意味である。別言す牝

ば、間題がそれ自身の内面に含有する意味であつて普通にミ間題の意味ミと去われるもので

ある。この内面的意味を分げて広い意味と狭い意味とにする。

　広い意味というの臥間題が山積しているとか人生は1問題解決の連続的過程であるとかの’

如く云われ時の問題の意味である。例えば生徒に与えられた宿題一それが記憶すべき間題、

理解すべき間題、練習すべき間題鬼解決すべき間題のどれであろうとも一は広い意味での聞

題である。

　狭い意味というの臥解答叉は解決を要求すべく提肝された質問でその解決を坊げる障害

があつてその障害が直接に習贋的方法では取除け得ないために充分熟考しなければならぬよ

うな場含である・例えば数学の証明間題とか発見間題とかは狭い意味での問題が多い。．この

狭い意味をさらに分げて審観的意味と主観的意味とにする・

　客観的意味ぼ個人に関係ない場合の問題の意味である。実碗は養程あげる1：とにする。

　主観的意味は特定の個人にとつての問題の意味である。個人にとつて間題が意味をもつた

めの必要条件として次の三つをあげて、※①

ビ）提出された質間において個人が到達しようとする目標を明鰺に自覚すること。

（口）この目擦に到達しようとする活動を妨げる障害（習慣的叉ぼ固定的方法では除去不可能

な性質のもの）が生趣すること。

バ　この障害を明確にして可能な解決方法の発見を試み始めること一という6
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　有名なソーンダイクの息子＆L　Thomdike臥個人にとつての間題について論じて喝

間題ば複雑さ糖妙さについて凡べてのレベルをもち日常の事柄から科学的理論の形成に到る

まですつと分布しているが何れも弐の三つの要素をもつという。※②

け）個人は特別の目的に方向すけられそれに到達するように動機すげられる。

（口）目的への援近は妨害されている。

バ有効な習憤：的反応の型は個人がその障害を乗り超えて目的へ進近するごとを詐すのに適

切でない一と述べている。

　例えば、客観的意味では「ガ2一α2－2助一ろ2を因数分解せよ」は問題であり得る・だが主

観的意味では：、小学生にも数学専攻の大学生にも間題とならない。中挙生にしても或生徒に

は間題となるが他の生徒には間題とならないことも起り得る。その判定は上記の条件け）1口）バ

に照らして見ればすぐ出来る。

　数学科の間題解決における問題の意味は主観的意味一個人にとつての間題一に中心をおく

のが順当であろう。

　②　外面的意味について

　これぼ、間題というものミの意味であつて、間題の中味でなしに外倶螂に附着している意味

である。これを1般的意味と特定的意味に分げて見ることにする。

　一般的意味とはミ間題というものさは直ぐ解答のえられないものとか洩一度読んだ位では

解けるものではないとか、落着いてやるべきものとか、自分で考えねばならぬものとか、の

如く云われる折の意味である。これは：さらに問題というものは、むつかしいものとか、おと

し穴のかくされているものとか、まともに考えたのでは出来ないものとか滝の如く主として

バズルか判じものを指すように云われることもある。数学の出来ない子供など、間題を一度

読んだだげですぐにさ先生私にはわかりませんさとかミかけ算でやるのですかさとか質間す

るのをよく見受ける。これは間題というものの　般的意味が正しく掘めていないことを物語

つているO

　特定的意味とは間題が個人によつて特定の意味に受け取られる場合に現われる意味であ

る。勿論問題中の用語や言己号や関係を個人が如伺ように理解するか叉は間題が個人の動機に

如何ように関連するかによつて各人が受取る意味は異なる。だが往々気すかれないままにあ

ることは受取り方が個人の必要如何によつて異なることである。同一の間題が個人によつて

異なる意味をもつ例をあげて見よう。※③

け）⑧にとつて間題は漫画の本にもどつて来れるまでの短い坊害を意味する・そこで彼のゴ

ーノレはとにかく解答をはやく得ることである。

t口）⑥にとつて間題はクラスの男友達の注意をかちえ七それを女友達に示すチャンスを意味

する。そこで彼のゴールは教師や友人の賞讃を得るような鮮やかな解決である。

バ　⑧にとつて間題は彼の自尊心に対する脅遣を意味する。すべての数学の間題がそうだ・
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る分析である。この分析は整頓され論理的で且結果として伴うものである、間題状況への反

’応としての実際の行為は屡々混雑して非論理で秩序琴きものである・さらに各序の間題解決

老や解決さるべき各々の間題はそれぞれ自分自身の個別的特性を有している。一様よ．り．もむ

しろ多様が問題攻撃においてはノレールである。我序は間題解決者が上述のステップを整然と

論理的に進み行くのを見串さない池むしろ彼俸飛びまわり展序中程から出発し、次に始めの

ステヅプに立ち帰えり仮説と間題の明確化との間を、叉は閨連の評f面と再び仮説との間を前

後に移動する。さらに仮説が何を意味し含んでいるかを考えぬくことなしにそれを行動に移

される時など若干の局面ぼ現われないことさえある。間題解決の進行は順序正しく一様な型

で玖々に起らないで、二歩前進するために個人は屡々一歩湊退せなばならぬ。或方向へ進む

ために彼は展序他の方向へ出立せねばならぬのである。分節による分析は間題に直面する個

人の行動の心理的記述よりもむしろ問題解決の観念化された型の論理的分析である。

　とわいえ、この観念fヒされた間題解決系列の型は我々の討議を構威し教育がその過程と接

1触を作りえてその発展に貢献しうる諾点の若干を示すことにおいて役立ちうる一という。

　数学の間題解決を刻明に研究したG・PoLyaは次の四局面r分析している・※⑦

　ユ。問題を理解する

　2。解決の計画を立てる

　3。その計画を実行する

　4　解答：を検討する

　心理的色彩の見られる分析としてはJohns㎝，Dona1dの三分節がある。※⑧

　α　間題へ心を向ける

　6関廉材料を産出する一熟考する

　6　判断一批判する

　筆者は次の三活動に分析して数学的解決活動の構造と特性について概括的研究を行い既

　に発表した。※⑨

　①間題の理解と表現一写表活動

　　ここでは間題を正視してその全容を理解しその要点を写し表わす活動が主である。

　②解法の工夫と実行一推理活動

　　ここでは解決を構想してその理路を工夫しその方策を推し進める活動が主である。

　③　結果の反省と洗煉一験定活動

　　ここでは結果を反省してその解答を確立しその結論を磨き上げる活動が主である。’

　以上間題解決の論理的分析について数種の型をあげたのであるがまとめると次の如くなる・

　　∫Dewey　GPo1チa　Joh口so肌D　T，Miura

　　第一　／。／、　／①
　　第二　　　∫　、　、プ　　　　∫
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　　第三．12　ろ　／②
　　第四　・／、　／
　　第五　　4　∫　　　　③一

　これを見るにどの分析の型によるとしても、間題を解決するために仮説を立てることが中

心の棲である。この中核を形成するための前段階が間題を味わう活動であり、後段階が仮説を

評価する活動である。それ故に次にのべる問題解決の心理的局面の考察はこの順序に行う。

　　　　　　　ウマ
　　1・間題の旨味を味わう

　　2・解決：の仮説を立てる

　　3・仮説の評価を1試みる

　　盟　問題解決の心理的局面

　1　間題の旨味を味わう

　間題の旨味を味わうことは間題を心に抱くことから始まる。．間腫は個人の狙いや目的の遣

求の中に起る、それ故に個人が出会う間題の範囲は彼がもつた経験範囲の彼がなした行動範

囲の彼がのばした興味範囲の函数である。飛行機を見たことのない子供はそれがどうして飛

ぶかを理解しようと試みる間題はもたなへ幾何をやらない高校生は図形の性質についての

間題を抱くことは多分少いであろう。生活や経験や関心が豊富なことは間題を心に抱きそれ

らで学ぷ機会を豊富にすることは殆んど確カ・である。

　とわいえ、間題に心を向けるかどうかは個人の身体的滝精神的条件によつて可なり左右さ

れるであろう6例えば洩腹痛を感じている子供や疲労している子供や遼びにあこがれている

子供などは、間題に心を向げないであろう。

　さらに、間題に心を同けても個人め必要との関連ビおいて間題の抱き方が種々異なること

は既に述べた通りである（間題の特定的意味の項を参照）。だから間題の旨味を味わうには先

す間題をすなおに心に抱くことからスタートしなげればならない。

　その次に臥間題の中味をたしなむことに進んでいく、中味の主なるものは第一に、目標さ

一達威を要求された最終緒果で第二にさ所与ミー与えられた事実や条件で第三にさGap、一

所与と目標D間にあつて橋渡しされねばならぬ裂目である。間題を解決するごとぼこのGap

に橋を架げることである。その為にはGapの性質や位置が明確に見定められることが必要

である。即ち個人は達成さるべき目標一（叉は目的）を明確に形蔵し所与の事実や条件を明確

に写表しGapをクローズァヅプしていくことが必要である。これら主なる中味を充分に噛

みしめるには間題に関連した多くの事柄を組織的方法によつて蒐集しなげればならぬ・即ち

適切な思考材料を産出することである。これら材料はどこから得るか。夕←からのものは現存

する間題状況の分析叉は間題と関連する事項を含む他の源泉から直接に認知する。内からの

ものは個人の思考の進行中に概念や一般化が思い出され獲得される。内からと外からと何れ

が主になるかは間題の性格に依存する。例えば室間的認知は幾何⑧三角法等の間題の方が算術⑧
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代数の間題よりも多分広く働らくであろう・概念や一般化が間題解決の熟考中大いに働ら（

ことは数学者のよく知る所である。これら抽象は過去経験を再編成することを可能ならしめ一

且それを手許の間題にまで有効に持ち来たすのである。

　さてここで思考材料の産出と保持（記憶）は「理解の巾」に依存する。個人は問題の中味＝

をたしなみ噛みしめる時へ所与、は何かミ発見さすべきものは何かを記憶することが串来な

ばならぬ且亦彼の既習事項から間題に関連するものは何んでも撰び出さねばならぬ。「理解

の巾」は程度（庫さ）と持続（長さ）の二つ次元をもつていて、これらは個人によつて異な

る。或人々は容易に事実、原理、概念、定義、定理等を思串すことが串来る。この人序の「理

解の巾」の広さと長さは大したものである。或人々は何等かの理由で記憶が弱共しく過去の

学習事項を思出し活用するのに困難を感する。叉或人々は間題中の凡べての閨係を把握する

ことや間題を解く試みで既にやつた不蔵功のものを言己隠することに難渋でさえある。

　数学における簡約な記号を使用することは人々の「理解の巾」を増すのに大いに助げとな

る。それは1、間題の概念や関廉を言己号fヒすることによつてこれらを実体として取扱うことが

出釆且相互の閨廉に？いての研究に対して直接に役立つように保持され・その上仮説は容易

にテストされ言己号で得られた新しい洞察は操作されうるからである。

　間題の中味をよくよく味わうには主なる中味を中心としてそれらを取巻くものは大小もら

さす見落しなく味わうと共に見余りなくたしなむことカミ大切である。見余りなくとい、うこと

は間題によつて要求されない如何なる条件も導入しないことである。間題解決での個人の努

力は屡表問題に固有でない或附加的制限を彼が設けることによつて妨害される。例えば分数

をカ・げる計算に始めて出会う生徒を考えて見ると・かけ算についての彼の以前の経験の凡べ

てをミよ．り大きくするさとの結粟で切り廻して来たところのこの子供臥彼が出発した数よ

り小きい緒果をえるこの新しい計算の解決を自然に受取る1二とは1ありそうにない。さかけ算ミ

はそれを自分自身でミより大きくす号ことミにもつていくようである。そしてこれが薪しい’

状況への過程の　般化を阻害する。もう一つの例をとると、一つの数が他の何％にあたるか

をどうして発見するかの学習において、100以下の劣を算出する練習だけが与えられている

と癌像せよら或生徒は解答を見うげる第一歩は常にさ小さい数を大きい数で除すことだと

決定するかも知れない。そしてこれらの生徒たちはこの手続きを％の発見を含む凡べての間

題に機械的に適用するだろう。このような見余りの心的傾向を説明する有用概念として「S

et」の概念がある。すぐ上の例で子供たちは1この間題に対してrSet」を発展さすだろうとい

う・即ち過去経験の故に彼が特別の仮定叉は1行動のプラ1■叉はSearch　Mode1（すぐ次に述

べる）に対して予め傾向すげられ且この予傾向を断呼として主張する時、間題に対して「Se

t」をもつという。Luchins，んSの「Set」についての研究は信頼されている且彼はこの種

の「Set」に対して「Emste11ung」の名を用いた。※⑩つまりこの「Set」は思考材料を産出

す．る時・材料を探究づる範囲を狭くし或関廉の認知を禁止し或仮説を妨害する。．その結果は
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関連ある思考材料を多く役立たなくしてしまう。

　間題を正しく味わうことを妨げ解決の失敗の原因となる「Set」を打ち破る方法の一つとし

て「工ncubat1on　Pe曲d」却ちr聰fヒ期間」の利用を暗示したのはHadamard，工である。※⑭

これは心の無意識的働らきの期間である6だが、潜在意識の心は働いていて展々洞察叉は閃

きが生起する。多くの人々は問題に対する解決が明白な理由なしに突然心中に浮ぶ経験をも

つたことがあろう。或人はねている間に洞察が生起したこともある。よく休息してさわやか

な心を持てばよい考えがたやすく起きることもある。「艀化期間」は非生産的「Set」を破る

のに有効である。

　問題の旨味を味わうのに主なる中味はさ所与さとさ目的ミとさGapミであるが最もよく味わう

だめには喝ap、を1中棲として即ち如何にしてこのさGap、を埋めるかを狙らい乍ら他の凡

べての中味をたしなむことが大切である。さGapさに橋を架げる熟考を指揮し開拓して果れる

のが「Search　Mode1」自口ち「探究模型」である。これはDmcker，kar1が導入した概念である。

蝦⑫例えば地友人から伝言をたのまれそれをメモしておカ・ぬと忘れるかも知れない、だが書

くものを持たない。この場合それを記慮するのを助ける工夫が必要である。君の「探究模型」

は、それで書くべき或もの、である。これは多くの混雑した要素を含む全体状況から得られ

た抽象であつて間題の主なる中味を噛みしめる時に発生する。だが。これは探究するもの

を指示し・発見すべき時牢告げ肯探す所を定めて呉れる・今iつ数学の間題例をとると㌻

人が某地を同時に出発して50マイノレ各々走る・甲は毎時10マイル程乙よりも速く走る毛し

て目的地に2・5時間早く到達した。各人の時速を求めよさ子供は問題を理解し受取つたとせ

よ。彼の心の中に発生する「探究模型」はさ問題中の変数に関係した方程式ミであろう。彼

の探究の範囲は彼が既に学習したところの数学的概念や　般化である。そしてこれらは機能

的な「探究模型」の完威におげる有効さの程度によつて選び出されるのである。

　間題の旨味を味わうことは問題を心に抱きその中味をたしなみ「探究模型」を産み出して

いく心のはたらきである。

　2．解決の仮説を立てる

　間題攻撃に為ける或点で岡人はそれを解決する為の或提案を産み出すように見える。展序

問題は或醤示が生超するまでは殆んど理解されないま∫下ある・だが・間題の旨味をしつと

りと味わつていくうちに仮説が現われて来る。これら仮説はどこから来るか？どんな原理が

仮説の出現を支配するか？この質間に完全に答えることは至難である。だがこの解明に我々

はベストを尽さねばならない。

　R　L　Thom砒e臥仮説の出現を支配する因子の三つの型を認めている。※⑲

　la〕個人の経験の因子

　（b）個人の知的威育レベノレの因子

（C）間題状況自身の力動性の因子



8

　lalについて、先に述べたr理解の巾」の大なるほど仮説は形威され易いだろう。よい生徒

は効目のある多くの考えをもつがわるい生徒は考えのもちあわせが少い。一般にどの分野に

おいても個人のもつ知識や経験が多いぼどその分野の問題解決においてより流暢で稔り豊か

なことを彼に期待することが出来よう。だが蹄し、或分野の知識とその分野の間題解決能カ

との間に臥1対1の関係は存在しない。蟻⑭そこにはより多く知る着はよりよく解く者で
　　　　　　　　　　　⑧　　⑧　　、

あるという傾向はたしかに存在する。然しそこには多くの例外が存在する即ち知識の所有と

解決の能力あ間にはGapがある。この相違に対して多分二つの理由が考えられるだろう。

第一臥知識を得ることとそれを用いることとは多分個人の異なる性質を必要とするのであ

ろう。或分野において多くの知識をえようとの勤勉と熱心を有する者が必しもこれら鈎識を

撰択し関違チけ組織する能力を最高度に有する者ではない・第二ば、釦識がかくとくされる

仕方は殆んど確かにそれが問題解決で用いられる時の素地に影響する。これは知識や技能の

学び方の如何によつて、それらが間題解決に効くか否かが左右されるとい弓ことである。

　問題解決において仮説を作ることは本質的にその技術を全体的に叉は部分的に或面で薪し

い状況へ転湊さすことを含む。一それは展兵諸部分を以前の状況から薪しい解決の枠組へ再編

成することを含む。転隆の条件について我々が知つている凡べてはここに関係している。つ

まりどれほど学ぶカニでなしにいかに学ぷかである。より多くより良く転移するように学ぶこ

とが、よりよい仮説をよ、りやさしく形成することを助けるのである。

　転移し易いような学び方や教え方について、例えば記憶よりも理解を強調するとか一般化

を企図するとカ楓「転移理論」として多くの研究があるが、今はふれる余裕をもたない。

　も’う一つ述べたいことは洩型はあ的叉はい型的な間題解決のくり返しは仮説の出現を妨げ

て解決能力を鈍らせることが往々見られるということである。これについても多くの実験的

研究が既に発表されている。※⑮

　（b〕について、知的成育レベルと知識的脊景の豊富さと臥普通よケ多く成育する個人は引

出すべき知識や経験のより豊かな貯えをもつ如くに、共共に進行する。一般知性は関係や相

麗を引出す能力として定義されて来たが、ごの能力が突然現われるとか叉それが現われる年

令、段階があるとかについての証拠はなへ学校へ上らぬ子供でさえ彼自身のレベルで彼自身

の経験範囲で間題を解いていくのである。子供が家第に蔵長していく時の変fヒは：関心や経験の

範囲の中に、流暢さの中に、仮説の豊富さ適切さ、賢明さの中に、見出されるものである。

　（c）について㌔前述した如く、所与と婁求（目的うのGapぼ「探究模型」を発生する。

これは間題状況の本質的性質として要求されるものの観念の一種である。

　「探究模型」は仮説への力動的、指示的効果の両方を働かせる。それば個人の必要の言語

化と硯覚化を行わせ且個人の努力を間題解決の方へ動員する再集的点として奉仕する、と同

時に「探究模型」は解決の本質的形式を摘要しその形式に対応するような或観念の型に注目

しそれを採用することを個人に考えさせる。つまり形威される仮説を考慮する範囲を定め間

sokyu

sokyu



題を解く鍵を示して呉れる。そして一つの意味で仮説である、というのは所与から目的へ如

伺に動くかについての推理叉は推測をあらわすからである。

間題状況の力動性とr探究模型」の役割とはN　We流hemerが充分分析した実例によつ

て例証される。※⑯

　彼の問題は次の図でA，Bが与えられてこの平行四辺形の面積を求めよというのである。

　　　　　4　　ぺの間題で所与や要求やその間の鮎

　　　　　　1　＼

／　　　　　1

／　／巳
／　　　　／

’　　　！

＼一！

！

1　　　　／

1　　　／
　　　／

／

／

／

ついて味わつていくうちに個人は「とれを短

形にするにはどうしたらよいか」というξ「探

究模型」を発生さすかも知れない。このモデ

ルで個人の注意ぼ自然と図形のくチーそ牝

はモデノレに関連して今の所ワルイものだ一に

向げられ。る。カはモデルに若いてごれらをヨ

イものに為す方向に導かれる。この緊張の下

で図形は次の図ように再構成される、そして

今やA，Bの長さを辺にもつ短形として見られる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　この構造的再溝成は「探究模型」卸ちモデルの

　　　　　　l　　　　　　　　　1　要求の線に滑うて生超したのである。

　　　　　一

　　　　　；

＿x　J

一この同じ間題において個人は異なつた方向で出

発し全く異なつたモデルを設定するかも知れぬ。

例えばrどうしたらこの図形を無られた面積の三

角形に分けることが出来るか」このモデルの力動

の下で図形は次の図の如く再構蔵されるだろう。

間蔦の鴛㌶二仮説を立てたらその仮　二」L→

説の良否をテストして最もよい仮説をもつて間題

提を用意するように凡べての関係的知識を働かせ

る②立てた仮説を軸として正しい前提から論理的

ニニニ芒鴛㍗㍗㌫；；←rr→
すすめる⑧予言した事柄が実際に生起するかどうかを見て結論をテストする。等が主である。

　　皿　間題解決の学習指導法

　1．間題解決め学習
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　問題を広い意味にとれば間題解決の学習は学習一般と同義となる・

　間題を狭く主観的局味にとれば間題解決学習は自分で思考し自分で解決を発見する創造的

学習となる。

　W．．んBrOwne11は狭義の問題解決を家のように述ぺている。※⑩耳ち一

　（a1学習の課題が単に知覚的爾概念的なものである場合にのみ関するものであつてlb）その課

題を学習者が何等かの形で理解することが出来（C〕しかも現在満足な解決手段を知つていなへ

そこでω学習者はその間題場面において困難叉は困却を経験する。けれども・これらは解決

への徴かな暗示叉は漢とした予感を含んでいて全くの混乱ではない・　　という・

　このような間題解決過程の特徴は、且）事態の本質的な諾関廉の認如と学習者の抱く目標とに

よつて支配されるから方向的である。（2減功的な解決への鍵の一つは過去の経験g）中から適

切なものを想超することであるから選択的である。（3）それら選択された諸睦験を・特に手段

一目的関係において一つのまとまつた解決法へと体制化するから洞察的といえる・（4）解決過

程は本質的に薪しい構汝である即ち：観念や行動叉は両者の再体制であるから創造的である・

（員）解決のための仮説の当否を評価することが必要であるから批判的であ乱

　このような藷持徴を有する間題解決の過程を学習することは望ましいに違いない・

　基礎計算や指数や二項定理等の数学的概念及びその　般化を目的とする学習と共に間題解

決の遇程叉は方法の一般fヒを目的とする学習も揮めて重要である・もつと強くいうと・前者、

の学習でさえも後者の学習の場において実行することがより有効であろう・

　2・間題解決学習の指導

　間題解決の学習を指導する時の数多くめ示唆は、心理的局面の項で述べたごとから導き出

される。例えば、教師の統制下にある問題設定の場を工夫する（第一の間題が第二の間題の

ヒントになるように）とか「サーチ毛デノレ」の発生及び完威を助けるよう発問するとかワノレ

イ「Set」を破るように助げるとか「瞬化期間」をすすめるとか等々である。だが併レこの

ような一般的方法を数学科の問題解決指導に具体化するだけでは不充分である。もつと突き

進んで数学科の問題解決の旗自的性格を見究めることが必要である。その方法の一つとして

実験的研究がある。数学の問題について実験しその解決の心理を研究したものも多く発表さ

れているが多くは心理肇の立場からの実験的研究である、もつと多く数学教育学の立場から

の心理的実験も必要である、。このような含みをもつて数学科における間題解決の心理を研究

していくならば、学習指導で是非必要な実際的方法が創り出されるであろう。次にこの意昧

において咋年行つた実験について大要を記すことにしよう・

　　Y　問題解決の心理的実験

　昨28年秋　東京郡某局校二年生（幾句を選択しなかつた生徒）67名を被験者として・幾何

の間題を与えその解決遇程の心理的分析を試みた。全員は概ね等質な三つの群に分けられ次

に記すような事前指導の後にテスト問題を与えられたのである・この実験は小保内虎夫博士
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の指導の下に荻野勝之助氏と筆者の共同研究である。これは既に学会で発表されている。※⑲

　1．一般指導一第1日

　全員67名に一斉に指導、時聞gO分内容は次の如きである．。

①　最短距離について

　ビ）二点間の最短距離はその二点を1結ぶ線分の長さである。

　（口）点と直線間の最短距離はその点からその直線に下ろした垂線の長さである。

A

ノ

　②　三角形の内角の和について

　け）公理　平行な二直線を他の一直線が切て出来る同位角は相等しい。叉錯角も相等しい。

（附加的に洩対頂角は相等しい）

　（口）定理　三角形の内角の和は2直角であることを証明する。

ム

◎

◎

◎

O

均

8　◎
／

A／

■

◎

　／
／

丁

／d　　ぶ

③　対称について

け）定義全く重なり合う二つの三角形は合同であるという。

（口）定理　二等辺三角形の両底角は相等しいことを証明する。
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A　l

A1

d　d

畠 ぎ d

　い　作図線分の中点を求める

　H　定義　一直線を折り目として折り重ねた時、全く相重なる二点をその直線を軸として

対称な点という。

ノ

に十㌧十＿巳
〈

　1

A

④三角形の辺の大小と角の大小について

ω公理三角形で大なるカに対する角は小なる辺に対する角よりも大なり、及びその逆

も正しい。

（口）定理　三角形で二辺の和は他の一辺よりも大なりを証明する。

sokyu



I3

d1

　　　　大　　　　小
　　　　　　　下・、　1ヲ
　　　　　　　　〆ぐ
　　　　，トペ1　、喜大

B　　　　　　　　d B
σ

2・特別指導一第2日

　第一群24名に指導、時間30分

　内容は次の如きである。つまりミ対称さについて強調指導を与えた。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　①　対称点についての性質を強調する。

力

O

’A”

◎

A

A8 ’

〆

②　対称輸を水平にとつて二組の対称点

にっいて指導する。
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ノ

A
 

c
 

! ~ -

A
l
 /

 
巳ノ

③　三組の対称点について指導するα

第二群22名に指導喝時間30分
⑧　謬　⑧

内容次の如きである曳つまり最短距離について強調指導を与えた。

　　　　　〔　　F2　ド3　　　①S→皿→4上の点・この最短距離ば
■　　　　　　左図で。一皿征一孔である。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　②　S→”上の点→Fぺこの最短距離は1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　左図でS→皿・→平である・

〔　　　s

F 　⑧S→ム上の点→1・上の点→……→

伽上の点→F、この最短距離は下左図で

線分S　Fである。

川　　㌦　　い3

F

ぷ’

l
l
 
J
~
2
 
~
2
~
 

　④S→肌→FとS→皿。→Fと比べ
てどちらが短いかを調べるには下右図の如

くS　F1とS　F・を比べて見る方法がある。

〔
～！

N8

戸

ぷ

㌦
＼
と

　　　＼
　　　　㌔　ユ
　　戸2

ぷ

sokyu
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　第三群21名には一般指導だげでそれ以外何事も指導せす。

3。テスト実施一第3日

　全員67名に一斉に実畝時聞は制限しなかつたげど大体60分泣と予想した。

テスト間題は弐の如きである。予め指示されたことは1さなるべく考えたままをかくようにミ

とミかいたことは消さぬようにミの二つであつた。

　テスト闘題

　Hから出て4上の点を通つてBまでいく距離菱最短にするにはJ上㊧どζを通靴ぼよい

臥下図について考免よ。

A亀 　　　　　予想した如く60分位で全員答案を提出し

・⑧ら　れ実験結果について主なる点を記して見よ　軋

　　　　う0

4．結果

①　図形の分類

種々様々な図形を整理すると玖の如し。

la）対称点のある図形 第一群滴第二群、第三群

①
　△
3（1）　O　　O

② 3　　　1　　2（コ）

sokyu

sokyu



●

（H）H

く
　　◎

　　｝

　　◎

（N）○つ

　　◎

　　◎

（H）H

　　◎

（H）H

く
（H）N

　　N

（㊤）卜

　　旧

（燕柵駿翰せ居くダ翻栴髄肖せ紅慈輯）

　〃　1　一　、、　8　一　、

雲

sokyu
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■

ト一

■

　N　　　　◎　　　　◎

　◎　’　　寸　　　　◎

　◎　　　　ω　　　　◎

誰…織夕離11織、灘－織棋図岬総｝J㎎顯ε
嚢

sokyu
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⑪ 1　　　1　　　6

lC）一方倶炸ある図形 第一群、第二群、第三群

⑫ 0　　　1　　　6

⑬ 0　　　2　　　　1

　　⑭　　　　　　　　　　　　　　　　　　0　　3　　0

　　⑮　　　　　　雑　　　　　　　　　　　0　　1　　3
　この図形の分類から正解者及び準解者（正しく解答として点を求めているが証明が不完全

な者）の数ぺ並びに対称点をかいた者（la〕）とかかない者（（b）とlc〕）の数をまとめると玖の

如くなる。

　　　　　　　　　第一群　　　　第二群　　　　第三群　　　　　　　計

　正解者　　　　　　　　7　　　　　3　　　　　　1　　　　　　　11

準解者　　　　　　2　　　　0　　　　1　　　　　　3

計　　　　　　　g　　　　3　　　　2　　　　　14

鰍ギ差一…　差一・・差一・・　l1訓
　図形　　　　　第一群　　　第二群　　　第三群　　　　　　　計

　1a〕　対称点あり　　23　　　　　5　　　　　　3　　　　　　　31

111！鰍11！・11／・・、l！・・ll！・・
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　　　　1：1＝で正解者の図形及び準正解者はすべて（a）に属する1二とを指摘しておく。

　　　　さて、第一群（対称点を強調指導した群）にla）図形（対称点をかいた図形）が殆んどであ

　　　ることから第一群においては特別指導の効果が顕著にあらわれたと見られる。第二群では（b1

　　　図形が可なり多いが第三群と比べて見る時、特別指導の影響は弱いように思われる。

　　　　さらに、正（準）解者が第一群に多数にあることから、このテスト間題ではミ対称さとい

　　　う幾何学的性質が解決に極めて強くひびくことが実証されて来た。だが併し、ここで注目す

　　　べきこと臥対称点を折角かいていながら正しい解決に到達し得なかつたものが多数いると

　　　いう事実である。即ち一a1図形をかいた者の総数31名中、正（準）解者は14名であつて牛数

　　　以上の者が解決に達し得ないのである。これら失敗者がどこでどうつますき、どう迷い、ど

　　　うして控折したかについては後述するとして洩正解者がどのようにして解決したかについて

　　　究明して見ることにしよう。

　　　　②　解法の分類　　　　　　　　　　、

　　　　このテスト間題において威功した者はどのように思考を進めどのような過程を辿つて解決

　　　に到達したかを刻明に究めた結果は次の三つの型に分類するζと一が出来争一（読者はこれカ・

　　　ら先を読む前に果してどんな解き方があるかの予想を試みられるとよい。教師が予め考えた

　　　ことと生徒が現に考えることとがどの程度相応するかについてよい参考となるであろう）一

　　　　α一型

　　　　この型は次のI、皿、囲の図の順序に思考が進められていく。

　　　　　　　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　皿

　　　　　　　A－　　　　　　　　　　　A
　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l

　　　　　　　　　l　　　　　　一呂　　　　　ε　　　　　　　巳
　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　　1　　　　　　　．1
　　　　ノ　　　　　　　　　∠
　　　　　　　　　：　　　；ぼ　　　1．　P　．ビ
療　　　　　　　．　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　ぺ、一　　　　　　　　　A1

　　　　　　　　　　　　　　　畷

　　　　　　　A　　　’　　　I先す二点A・Bの対補A㌧・’をか
　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　く。
　　　　　　　　　1　　　　　　　　ら
　　　　　　　　　i　　　　　　　　∴　　　　　皿次にAとB1を緒ぴψとの交点をPと

　　　　∠　　　　．　　　し、PとBを結ぷ、ここでB。一BlPを思
　　　　　　　　　I　R　　　　　1
　　　　　　　　　l　・　　彦　い出し・誉ξA→P→Bの長さく昆巨離）ば
　　　　　　　　　I　　　　　　　　　　　　　A→P→B！の長さに等しいことに気すく、

　　　　　　　’パ　　　．　　　そして線分A．1が二点A滝。憎の蟻巨離

　　　七あることから多分Pが求める点であろうと考え、果してそうであるかどうかを確かめるた

sokyu
療　
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めにo

翻ψ上に任意の点P1をとつて調べて見る。即ち、ここでもBPj＝B’PユでA→lPj→B

はA→P、→B’に等しい。さて二点A，B’間の最短距離は線分AB’である（叉は△APエB1

で二辺の和は他の二辺より大である）カ・らA→P］→B1の長さはAB’の長さより大である。

よつてAP］十P・B〉AP＋PlB、これで点Pが求める点であることが確証されたのである。

β一型　　　　　　　1　　　　　　　　・　　　　　　　　皿

　　　A　l　　　　　　．　　　’A
　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　1　　　　・1　I陪　　　　　．1　　　　　　　　呂
　　　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　　1

ノ　　　　　　　　ノ　！
　　　　　1　　　｝　　｝　　　㌧
　　　　　l　　　　　　　　　　1　　　　　二区

　　　削　　　　　　　　　べ
　I’先す二点A，Bの対称点AlBlをかく。

　皿弐に図の如くAB㌧BA’を引き4上での交点をlPとし、さらに一”上に任意の点p・を

とつてAPコBP1A1p1Bl　p1を引く、ここでAP＝ム’P、圭P＝B’P，AP1＝

Al　ph　BP。＝B’P1等を思い出し、弐に図をぢつと見ているうちに、△APl　B“が浮上

り洩A→P1→B1がA→平1より大であることや五→P→BがA→P→lBl　r等しいζと

やA→Pコ→BがA→Pコ→lB1に等しいことや等が、どれが先とも後ともわからぬままに頭

の中で次第にはつきりして来るのである。

　皿終りに、これらを筋立てまとめてPが求める点であることを証言するのである。‘まと

め方は各人によつて多少異なるげれどもそれは単に順序だけのちがいにすぎない。

か丁型　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　巫

　　　A1　一　　　　　　ハ
　　　　　；　　　1ら　　；＼　　　ら　一
　　　　　I　　　　　　　　－　　　　　　　1　　　　　　　　一
ノ　　　　　　　　　■　　…
　　　　　口　　　　　‘l　　　　1汽　　　　1
　　　　　1　　　　　順　　　　！　　　　　ピ
　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　6

　　　糾　　　　　　　　　　小

　I　先す二点ム亘の対称点A’、釧をかく。

　皿次にψ上に任意の点1P4をとつて考象て、丑P1＝ユBl　p1を思い出しさらにム吟P1→

lBはA→P1→lB’に等しいことに気すく滝ζこでA→P1→：B∫はまがつて（折れて）いる
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑧　⑧　⑧　⑧
から最短ではないと感じ、ムとlB’の聞の最短距離は：この二点を繕ぶ線分ムB’であることに

思いつく。
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　　　　　　　　　　　測

！　　　　　　　なることよりA一ト。1－A一。一。なる
　　　　　ド同　　　　1
　　　　　1　　　　ぎ　ことを立言して・Pが求める点であることを
　　　　　，　　　　　　　　　　　　　　結論するのである。
　　　A81
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　以上へβ、8の三つの型それぞれについて

記述したけれども、これは生徒の実際の思考の進みを出来るだけ忠実に再現しようと努め乍

ら私自1身がまとめたものである。

　さて三つの型の解決着の分布は弐表の如くである。

α一型

β一型

沙一型

計

第群　　第二群　　第三群

　5　　　　　2　　　　　1

　2　　　　　1　　　　　1

　2　　　　　0　　　　　0

　9　　　　　3　　　　　2

計

8

4

2
14

　これを見るにα一型が最も多く玖にβ、か一型の順である。

　対称点を折角かいていながら解決に到達し得なかつた者の多くは、BP＝B’Pはすぐわか

つて等しい符号を図の中に記入してい局げれども、さらに一歩す∫めてr五→P→BがA→

P→B1に等しい』ことに気すかないまま迷つてしまつたのである。この一歩は簡単なよう

であるが重要な一歩であつて、wっゆる急所はここに潜んでいるらしい。この一歩が如何に

してふみ出されるか叉何故にふみ出されにくいかについて臥この次の実験的研究によつて

明らかにして行きたいと思うている。

　肯、解決し得なかつた者全員の失敗の原因がどこにあつたかについて記述したいのである

が長くなるので割愛させて頂く。

　中途竿端な実験結果の紹介でまことに意に満たないものであるげれども㍉主張したいこと

は、生徒が如何にして数学の間題を解くかを実際のはたらきにおいて見究臥そのことから

数学科では如何に指導すればよいかを考究すべきであるということである・このような実験

的研究を丹念に実行しセいげば具体的な指導法確立のために多くの有効な示唆がえ’られるで’

あろうo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1954．1．10）
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