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混合マルコフ過程を応用した本数曲線の誘導

稲　田　充　男＊

　Denvat1on　of　Tree＿Number　Curve

App11ed　the　Markoy　Cham　Theor1es．

　　　　　　　　N征itSuO　INADA

　ApP1ymg　the　Markov　Cha1n　theor1es，the　auther　der1ved　the　formua1for　tree－

number　curve　m　even－aged　forest　stands　The　assumpt1ons　for　th1s　der1v’at1on

are　that　a　forest　tree　w111be　cutted　when　the　cumu1at1Ye　cuttmg　cond1t1on　for

the　tree　counts尾t1mes，and　that　each　tree　of　the　stand　w1111ncreases1ts　cond1t1on

〃t1mes　m　a▽erage　for　a　umt　t1me　mterva1　Under　these　assumpt1ons，the　auther

der1yed　the　probab111ty　funct1ons

〃）一竿…［一蜘

榊）一推努⑧…［一〃・

where力（チ）1s　the　probab111ty　funct1on　wh1ch　the　cutt1ng　cond1t1on　for　a　tree　counts

尾t1mes　across　durmgチun1t　t1me　mter▽a1　＾（8）1s　the　probab111ty　funct1on　wh1ch

the　cutt1ng　cond1t1on　for　a　tree　counts冶t1mes　at　exact1y乏t1me　un1t　Th1s　Fκ（チ）

g1ves　the11fe　span　d1str1but1on　of　forest　trees　Accordmg　to　th1s11fe　span　d1str卜

but1on，the　auther　der1ved　the　probab111ty　funct1on

炸1乃箏㊧…卜蜘払
whereグ（1）1s　the　probab111ty　wh1ch　a　tree　w111remam　oyer　l　years　o1d　Th1s　funct1on

1s　reduced　to　the　we11－known火2d1str1but1on　Mu1t1p1mgプ（／）and　the1mt1a1number

of　trees！Vo，we　can　est1mate　the　tree－number　curve　m　an　eyen－aged　forest　stand

はじめに

　林学におげる混合マルコフ過程の応用としては，r林

分の寿命分布」を導き，新たに「減反率法」なる収穫規

整法を示した鈴木の研究（鈴木，1961．1963）が有名で

ある　さらに，鈴木の減反率法の考え方に直径生長の関

係を組み合せ，鈴木の「林分の寿命分布」とは別にふた

つの新たな林分の寿命分布を導いた研究（山本，1981．

1982）がある．この林分の寿命分布を誘導した方法を応

用し，一斉同齢林分内の樹木本数が時間とともに減る現

象に適応することができたので報告する．

　林分を構成する樹木は，すべてが同じ状態から生長を

始めたとしても，地位や遺伝など諸条件の違いにより，
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それら樹木の大きさには当然差が生まれる．これによっ

て，時間の経過とともに林分を構成する樹木は，枯死し

たり除間伐の対象となり伐られ，その構成本数が減少す

る．林分収穫表の調製や林分材積表の作成の際には，こ

の本数減少を明確に捉えなげれぱならない．従来，本数

減少を表現する関数〃（〃）として，指数減少曲線式

　　！V（チ）＝1V；ポexp［一尾玄］

を用いることが多かった．ここで，Woは植栽本数，云

は時問，后は定数である．しかし，この指数減少曲線式

は初期本数が多くなり過ぎる傾向があり，本数減少を十

分に表現しているとはいい難い．本論では，この本数滅

少に対して混合マルコフ過程を応用し，樹木が伐られる

までの待ち時問という概念を導入し，まず一斉同齢林分
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内の樹木の寿命分布を誘導し，さらにそれより本数減少

曲線を誘導した．以下，この誘導について説明する．

　　　　　　樹木の寿命分布の誘導

　一斉同齢林分内の樹木の寿命分布は，鈴木ならびに．著

老が林分の寿命分布を導いた方法に倣い，誘導した．

　新植された林分を考える．その林分内の樹木が時問の

経遇とともに伐られるための条件を積み重ねていき，そ

れがある基準に達したときに伐られるという構造モデル

を考える．伐られるための条件を積み重ねるとは，ある

樹木が時間とともに他の樹木より生長が徐々に遅れて，

除間伐または枯死し伐られてしまうということである．

逆に，生長が良過ぎて他の樹木の生長を阻害する危険が

あり，その樹木が伐られるということも考えられる．

　伐られるための条件の積み重ねを条件加算回数后で

表わす．この条件加算回数居は離散量

　　冶＝O，1，2，…

とする．さらに，年齢を〃で表わし，連続量

　　〃≧O

とする．年齢（〃，”十助の問に条件加算回数が冶の樹

木が々十1以上になる確率を
　　カ危（オ）♂〃十〇（∂〃）

とする．O（助は治十2以上になる確率であり，その大

ぎさは”より小さいオーダーである．ここで，力（乏）を

年齢玄において条件加算回数居のものが存在する確率

であるとすると，

　力（〃十〃）＝｛1一加（〃）〃｝φ（チ）十伽＿1（〃）〃伍＿1（〃）十〇（〃）

となる．よって，

力（才十劣→（玄）一一加（・）榊伽（・）仙（1）・O繁）

となる．励→Oとすれぼ，

　ノ㌔／（〃）：一カκ（〃）④ノえ（〃）十カκ＿1（〃）箏＿1（〃）　　（冶＝O，　1，2，　　・）

となる．初期条件を

　プも（O）＝1，広（O）＝O　　　　　　　　　　（尾＝O，　1，2，　．．．）

とすれぱ，后＝Oのとき第2項がなくなり，

〃（〃）＝一カ0（〃）・九（8）

となる．これが伐採条件加算回数分布力（〃）を決める方

程式である．この方程式は力比（ク）を与えれぱ，冶＝0，1，

2，…と順次解いていくことができる．

　伐られるための条件加算回数分布力（8）は年齢玄まで

に加算回数が冶以上になる確率である．次に，（オ，〃十助

時問以内に加算回数がちょうど尾になる確率凡（〃）を

求める．加算回数の増え方を排反なふたつの場合に分げ

て，

　①（O，〃）にト1になっていて，（8，才十的にいこ

　　　なる場合．

　②クを2より大きな任意の値として，（O，〃）にトづ

　　　になっていて，（〃，叶助に居になる場合．

とすると，①の場合の確率は，

　ノ｝＿1（〃）｛力危＿1（8）♂〃十〇（♂〃）｝

に等しく，また，②の場合の確率は，

　Σ瓜｛（〃）｛カκ一1（云）十〇（助｝｛

　き：2

となり，後の値は〃が限りなく小さなときには，無視

することができるから，

　F比（〃）＝瓜1（〃ン加一1（云）

となる．ここで，伽（〃）は年齢川こおける条件加算回数

冶の増加率を表していると考えられる．林分内の樹木は

時間とともに条件の違いによりいろいろな大きさにな

る．これら多数の樹木の生長経過には統一的な考えとい

うものが認め難い．このような場合，伐られるための条

件加算の増加率伽（〃）は逆に多数のものの平均として，

また，一種の平衡状態にあると考えられる．それゆえ，

ここでは増加率力虎（8）は年齢8，条件加算回数冶とは

無関係で一定で

カκ（〃）＝〃

であると仮定する　いいかえれは，”は単位時間に伐

られるための条件が加算される平均である．このように

仮定すると，力（〃）の方程式は，

　ノ㌔1（才）＝＿ルτり㌔（〃）十1π吻＿1（〃）　　（冶＝O，　1，2，　．．．）

〃（玄）＝一〃’・九（〃）

　プら（O）：1，ノら（O）＝O　　　　　　（冶＝O，1，2，…）

となる．これを解くと，

〃）一等1）比・…［一〃1

榊）一堆等・…［一〃1

と1なる．ここで求めた凡（玄）は，一斉同齢林内で樹木が

伐られるまでの待ち時間の分布であり，樹木の寿命分布

そのものである．

本数減少曲線の誘導

樹木の寿命分布Fκ（〃）より，植栽られた樹木が植栽後

（1，／＋1）単位時問内に伐られる確率g（ノ）は，

・（1）一∬十1榊）〃

となる．これより，林分内の樹木がノ年以上存続する

確率グ（プ）を求めると，

1（1）一・一ψ（・）一σ（・）一…一・σ一1）一∫声（・）〃

となる．樹木がノ年以上存続するということは，植栽

された樹木が植栽後ノ年までには伐られずに残ってい

るということである．これを林分全体の本数に置き換え
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てやれぱ，林分の本数減少曲線が得られる．すなわち，

ある林分が植栽本数州oす新植されたとする　その林分

のプ年におげる本数州（プ）は

抑）一珊州一刈声（・）〃

として求めることができる．

　樹木の寿命分布Fκ（〃）として前節で導いた関数を代入

すると，

1（・）一膿寄…ト舳

となる．ここで，

（ト1）！二1「（居）

であり，

　　　兇　　　　γ2
　居＝一，〃を＝一
　　　2　　　　　2

とおくと，

1σ）一綴㌫、（炉）㈹）・…［一苦］∂（炉）

となる．これは自由度勿＝2冶のπ2分布の上側確率と

等しく，分布関数表より，林分内の樹木がプ年以上存

続する確率グ（プ）の値を求めることができる．さらに，

植栽本数1V；oにこの値を掛げれは本数減少曲線を求める

ことができる．

　γ2分布は自由度によりその形状を変える．当然それ

により，ここで求めた曲線の形状も変化する　ただ定義

からも明かのように，

！V（O）＝1V；o

州（・・）＝O

である．図一1に，ここで誘導した一斉同齢林分の樹木

の本数減少曲線の一般的形状を示す．

X2分布の上側確率の値は分布関数表より求めること

ができる．ただ，数表による方法は計算の自動化，電算

プログラムヘの組み込みにはなじまない．それゆえ，次

節では数表による方法とは別に，火2分布関数の近似式

による方法について説明する．

近似式による曲線の計算方法

π2分布関数は自由度πが大きい場合，正規分布関数

に近似することができる．自由度〃のγ2分布の上側

確率をρ（γ2；〃），正規分布の上側確率をρ（κ）とする．

γ2分布の上側確率の近似式は自由度πの大きさにより

分げられている．

　自由度〃＞30の場合はWILs0N－H1LFERTY（1931）の近

似式

　ρ（X2；π）≒Q（π）

　　　　　　ぽr［・一嘉］

ただし，κ一
　　　　　　　　鳩

がよい．

　自由度〃＞100の場合はFIsHER（1925）の近似式

　Q（γ2；κ）≒Q（π）

　ただし，五＝〉2πL／2π一1

が適当である．

　さらに，自由度〃が非常に大きい場合には，γ2分布

の極限分布

ρ（γ2；〃）≒Q（κ）

1V（ノ）

WO

w（ノ）一ルγ（ノ）一柵r舳）励

本
数

本 舳一竿等…［一捌

O ノ

林齢（年）

図一1　一斉同齢林分の樹木本数減少曲線の 般的形状
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　　　　　　　λ2一勉
　ただし，κ＝　一
　　　　　　　ぺ2〃

を利用すれぱよい．

　自由度〃が30以下の場合には，とくによい近似式

はない　ただ，上記のWILs0N－H1LFERTYの近似式や

FIsHERの近似式を用いても，一斉同齢林分内の樹木の

本数を推定する限りにおいては特に実用に支障となる誤

差はでないであろう．

　このように，自由度〃の大きさにより用いる近似式

は異るが，それぞれ最終的には正規分布の上側確率より

その値を求めることができる．正規分布の上側確率もま

た正規分布関数の近似式により求める．正規分布関数の

近似式については，数種発表されているが，ここでは

HATINGs，功α1．（1955）の近似式

　　　　　1ρ（κ）て（1＋伽十6κ2切3＋♂糾θκ5＋”）．16

　　　　　＋鮒（κ）

　1鮒（κ）1〈1．5×10－7

　α＝0．0498673470

　ろ＝O．0211410061

　6＝O　O032776263

　6＝O．0000380036

　θ：0．OOO0488906

　1：O．O000053830

を用いることにする．この近似式は，計算が簡単な四則

演算だけですみ，しかも非常に精度がよい．

　以上，火2分布関数ならびに正規分布関数に対する近

似式を用いて，林分の本数減少曲線の元になる林分内の

樹木がノ年以上存続する確率グ（プ）を求めることができ

る．なお，炉分布関数ならびに正規分布関数に対する

近似式についてはABRAM0NlTz＆STEGUN（1972）より

引用した．

ち時問という概念を導入し，まず一斉同齢林分内の樹木

の寿命分布を誘導し，さらにそれより林分内の本数減少

曲線を誘導した．ここで用いた方法は，時問は連続量，

状態は離散量として扱う混合マルコフ過程の中でも最も

単純な純出生過程の応用である．すなわち，時間間隔

（8，片捌において，そのまま元の状態に留まっている

か，あるいはその問に移動するとしても，一つ上の状態

にしか移動できないとするものである．このような最も

単純な過程の応用ではあるが，一斉同齢林分内の樹木の

本数減少に対して，若干の理論付けができたと考える．

　本論では，一斉同齢林分の本数減少曲線の誘導ならび

にその計算方法までしか示すことはできなかった．次報

では，実際にこの曲線式をあてはめた結果について報告

する．その際，曲線式のバラメータの値を決める必要が

あるが，これについても検討を加える予定である．

1
．

2．

3．

4
．

5．
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　　　　　　　　　おわりに

混合マルコフ過程を応用し，樹木が伐られるまでの待


