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生　長　曲　線　の　検討

第3報　We・bu11型生長曲線式の適合性

山本充男＊・安井 鉤＊

　　　　　　　Ana1ysls　of　Growth　Curve

3App11cab111ty　of　the　We1bu11－type　Gro耐h　Equat1on

　　　　M1tsuo　YAMAM0T0and　H1tosh1YAsUI

　Assummg　that　the　growth　rate1s　the　funct1on　of　not　on1y　s1ze　but　a1so　t1me　the　systeIn

of　growth　1s　reduced　to

穿一舳）

where∫（¢，ツ）1s　the　fmct1on　of　t1me玄and．s1zeツLet　us　assume　that

　　！（カ，ツ）＝C伽仰一1（A一ツ）

where五，C，and刎are　constants，a　new　growth　equat1on

　　ツ＝・一4（1－exp［一C¢棚コ）

1s　d－er1∀ed．Th1s　equat1on1s　the　sa㎜e　as　one　wh1ch1s　created．by　add－mg　an　expandmg

factor　to　the　We1bu11d1stnbutm　funct1on

To　exalm1ne　the　apP11cab111ty　of　th1s　equat1on，the　We1bu11－type　gro耐h　equat1on

was　apP11ed．to　the　observed．9row比of　d．1ameter，he1ght　basa1area，and。∀o1u血e　of52

trees　The　We1bu11－type　gro材h　equat1on　showed　a　good　f1t　tothegro材hnoton1y　w1th

a　c1ear　mf1ect1on　but　a1so　w1thout　one，as　compared　w1th　the　M1tscher11ch，the　Log1st1c，

and－the　Gompe廿z　　It　was　recogmzed－that血any血onoton1ca11y　mcreasmg　growth

pheno皿ena　cou1d．be　mode11ed　by　th1s　equat1on　w1th∀ar1ous　numer1ca1va1ues　for　the

sca1e（C），the　shape（肋），and　the　upPer　asym．Ptote（A）Param－eters

緒　　　　言

　生長曲線（式）とは生長経過という複雑な現象を，そ

の本質を失うことなく，モデル化⑭数式化し，できるか

きり単純な形で表現しようとするものである．この生長

曲線式が具備すべき要件として，大隅ら（大隅・石川，
　1）
1983）は次の4つに要約している。

　1　生長現象の発現のメカニズムに関する生物学的認

　　　識にその理論的基礎をおくものであること．

＊森林計画学研究室

2．

3．

4．

生長現象を充分記述する能力を有すること。（記

述性）

生長現象をよく解析して説明し，理解せしめる能

力を有すること。　（解析性）

母数の合理的な推定と，それによる生長予測を可

能ならしめる能力を有すること．（予測性）

過去，多くの研究者がさまざまな形の生長曲線式を研究

し，発表しているが，上記の要件をほぼ満足するものと

してはM1tscher11ch式，Log1st1c式，Gompertz式，

R1chards式などがあげられる．これら4つの式はとも
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に生長速度に着目し，誘導されたものである．生長速度
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み
に関するそれぞれの仮定は異なるが，生長速度ヵが現

在の大きさツの関数∫（ツ）である．すなわち，

　　　勿
　　　∂ド∫（ツ）

という点では共通している。ここでは，単に生長速度が

現在の大ききによるものとは考えずに，それまでに要し

た時間（年齢）をも考慮した場合について考える．すな

わち，時間を玄とすると，

　　　伽イ（らツ）
　　　励
という関数形を考えることにする．
　　　　　　　　　　　2）
松村ら（松村・山本，1983）は分布関数であるWeibu11

分布の密度関数の形をかり，

穿一・炉（・一ツ）

なるWe1bu11型生長曲線式を誘導した．ただし，λ，

0，伽は定数である．本論では，まずWeibu11型生長

曲線式の基となったWe1bu11分布関数について触れ，

さらに，We1bu11型生長曲線式の解と性質について説

明する．また，実際にこの曲線式を実測値にあてはめ，

Weibu11型生長曲線式の樹木の生長現象に対する適合

性について，他の曲線式と比較，検討する．

　なお，あてはめ計算等は森林計画学研究室所有のパー

ソナルコンピュータNEC－PC9801Fを用いて行った．

　　　　　　　W㊧施皿蛆分布関数

　Weibu11分布はもともと機器等の部晶の寿命分布と

して用いられてきたものである。これはランダムさをも

って起こる事象（原因）が起った時，寿命の尽きる確率

（時間とともに変わる条件付確率）によって部晶の寿命

が決まるという考えより誘導されている．その条件付確

率が部品の時間（それまでに壊れずにすんだ時間）の何

乗かに比例するとしている．Weibu11分布の確率密度

関数！（カ）および分布関数F（な）はそれぞれ

　　　”）＝／ε鮒切［・αmコ　1…8

　　　・（1）一11！（1）・1一・一…［一α・1

となる。ここでC，刎は定数で，Cを尺度母数，榊を

形状母数と呼ぶ．分布関数F（玄）の概略図を図一1，2

に示す．図一1は，尺度母数Cを一定（：1）とした時

に，形状母数榊の値によって分布関数の形状がどのよ

うに変化するかを一示したものである。刎の値が1をこ

えると変曲点を有するS字曲線となる．1以下では，変

曲点のない常に上に凸の曲線となる。図一2は，形状母

数伽を一定（：2）とした時，尺度母数Cの値によっ

てどのように変化するかを示したものである。形状その

ものは変わらないが，Cの値が大きくなるにつれ分布

関数の立ち上がりが早くなっていることがわかる．

　　　W幽砥皿型生長曲線式の解と性質

　一般に，分布関数即）は玄が無限大に近づくと、

その値は1に近づく．この挙動は時間の経遇とともに生

長の上限に近づくという生長現象によく似ている．分布

関数にある係数を乗じて時間が無限大に近づく時，ある

値に近づくようにすれば，一種の生長曲線を得ることが

できる．R　C　Yangら（R　C　Yang，A　Kozak＆
　　　　　　　　　　3）
J　H　G　Sm1th，1978）はこの係数をr拡大係数

（ExPandmg　Factor）」と呼び，We1bu11分布より，

生物の生長現象によく適合する生長曲線を得ている。し

かし，そこには生長現象への適合度のみについて考え，

生長現象を説明するためのモデルとしての考えは欠けて

いる．ただ，「拡大係数」について，「拡大係数λは

それを条件付けるような遺伝的性質と環境的因子によっ

て規定される生物の大きさの上限値を示す」と述べてい

る．このことを考慮しながらWeibu11型生長曲線式に

ついて説明する．

Weibu11生長曲線式は、生長速度が単に現在の大き

さのみの関数ではなく，それまでに要した時間の関数で

もあると考えて導びかれたものである．ただ，時間の関

数として，どのような形にするかという点において，分

布関数としてのWelbu11分布に着目し，時間のヘキ乗

という関数形を用いている．これは，Weibu11分布の

形状の柔軟性を利用しようとしたものである．Weibu11

O．5

m＝2
m昌1

　m＝O．5

O．5

0　　　　　　　1　　　　　　　2　　　　　　　3

　　図一1　We1bu11分布関数概略図
　　　　　　（C＝1として榊を変えた場合）

O

2　　C；1　　＝O・　C＝O．3

　　　　1　　　　　　　2　　　　　　　3

図一2　Weibu11分布関数概略図
　　　　（刎＝2としてCを変えた場合）
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型生長曲線式の生長速度方程式は

　　　∂L0榊一1（A＿ツ）　　　　（1）
　　　批
と書け，生長速度がr大ききの上限値と現在の大きさの

差（A一ツ）と年齢のベキ乗に比例する」と規定するこ

とができる．（1）式の微分方程式を解くことにより，

　　　ツニλ（1－exp［一C仰コ）　　　　　　　　　　（2）

というWe1bu11型生長曲線式を得る．ここで，パラ

メータAはYangらの述べているように生長の上限を

示すパラメータで，Cは生長速度定数，仰はWe1bu11

分布でいうところの形状母数，すなわち，生長曲線の形

状，生長経遇の様子を理解するためのパラメータと解釈

することができる．次に，このWeibu11型生長曲線式

の性質について考察する。

　変曲点　（1）式をさらに¢で微分すると，

　　　的一κ榊一・。。p［＿α肌コ。（一C励肌十刎一1）

　　　励2
とな1・これよ1紅・とおけば

　　　　　　　　　　1　　　　　　　1
　　　1一（1一÷）丁（十）、一・

を得る。¢≧Oの範囲では，実質的に変曲点は伽≧1

の場合に現われ，その座標は
　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1

1一（・一姜）T（÷）T

ツーλ（ト…［÷一・］）

となる。また，変曲点のツ座標の値の取り得る範囲は，

榊≧1であるので，

　　　O≦ツ≦06321／1

となる．また多この曲線の形状は，刎＜1の場合，すべ

てのカ（≧O）に対して常に上に凸である。倣≧1の場合

には，変曲点まで下に凸，それ以降は上に凸の曲線とな

る．

　漸近線（2）式において，

　　　玄→◎oのとき　ツ→λ

となり，漸近線は上に一本存在し，その漸近線は

　　　ツ＝A

となる．

パラメータの次元We1bu11型生長曲線式には，五，0，

刎の3つのパラメータがある．これらの次元は時間を

［Tコ，長さを［Lコとすると，

　　　刎＝［無次元コ

　　　0＝［T・肌コ

となり，Aについては，取り扱う量によって異なり，

直径，樹高のような長さに対して一次元の量の場合は，

　　　A＝［Lコ

となる。胸高断面積，材積の場合には，それぞれ，

　　　A＝［L2コ

　　　A＝［L3コ

となる．

　　　　　　　　資料と方法

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4）
　資料としては，第1報（山本・安井・秋山，1982）に

おいて用いた4試験地，52樹幹解析木の測定結果を用い

た。試験地名，樹種，資料木数はそれぞれ次のとおりで

ある。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　5）
二俣試験地（石川県輪島市二俣町堂ノ下）

　　　　樹種：アテ　　12本
　　　　　　　　　　　　　　　　　　6）
　山本試験地（石川県山本町大字茶志尻）

　　　　樹種：アテ　　18本
　　　　　　　　　　　　　　　　　　7）
　鳥取大学農学部蒜山演習林19林班い小班

　　　　樹種：コナラ　　7本
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8）
　烏取大学農学部蒜山演習林17林班は小班

　　　　樹種：クヌギ　　15本

　資料木の試験地ごとの伐倒時における年齢，胸高直

径，樹高多胸高断面積，材積の範囲を表一1に示す．

　次に，あてはめ方法について説明する．資料木の胸高

直径，樹高，胸高断面積，材積の生長記録にWeibu11

型生長曲線式を最小二乗法によりあてはめを行う。その

際従来の正規方程式による最小二乗法を適用するのは不

可能であり，デミングの最小二乗法（デミング、W．E．，
　　9）
1968）を用いて式中のパラメータの値を決めた．デミン

グの方法では各パラメータに対する初期値が必要である

が，その初期値は次の手順により求めた。

　（2）式において，刎＝1とすると，

　　　ツニA（1一・・pトαコ）　　　（3）

となり，これは一種のM1tscher1lch式である。そこ

で，M1tscher11ch式の差分における直線関係の性質を

利用して，回帰直線の切片ならびに傾きからパラメータ

表一1 試験地別資料木の伐倒時の大きさ

試験地

山

蒜

蒜

俣

本

山

山

樹　種

ア　　テ

ア　　テ

コナラ

クヌギ

本数

12

18

7
15

年齢　　胸高直径
　（年）　　　（Cm） 樹高　胸高断面積　材　積　（㎜）　　　（血2）　　　　（m－3）

36－72

39－89

44－50

42－54

5．7－24．3

4．4－25，9

10．8－23．2

9．4－24．7

5．8－16．7

4．3－19，3

14．O－16．7

9．6－15．9

O．O026－O．0464

0．O015－O．0527

0．O092－O．0423

0．O069－O．0477

O．O092－O．3754

0．0046－O．5624

0．0605－O．2755

0．0314－O．3474
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A，Cの初期値を求める．この時，伽の初期値は1と
する．

　このようにして，各資料木の各生長因子にWeibu11

型生長曲線式をあてはめる．同時に，M1tscher11ch式，

Log1stlc式，Gompertz式もあてはめを行い、これら

4曲線式の適合度を比較する．あてはめ結果の比較方法

については，ここで用いた4曲線式ともパラメータの数

表一2

が同じであるので，比較の際パラメータの数を考慮する

必要がない。比較は単に測定値と推定値との間の残差平

方和のみによった．すなわち，各資料木の各生長因子ご

とに残差平方和を計算し，4曲線式問で残差平方和の小

さい順に1，2，3，4と順位をつけ，その順位づけ結

果よりWe1bu11型生長曲線式の適合度について考察を

行った。

胸高直径に対する各曲線式の順位

曲線式1 Weibu11 ・ Mitscher1ich 1 Losistir I Gompertz

順 位 1 2 3 4 ・…　1 ・…　　i・…
二俣1アテ 1 6 4 1 5 O 3 4 2 O 3 7 4 6 2 O
山本・アテ 2 7 7 2 11 O 2 5 3 1 3 11 2 10 6 O
蒜山・コナラ 4 2 1 O 2 3 1 1 O 1 O 6 1 1 5 0
蒜山1クヌギ 4 10 1 O 11 3 1 O O O 0 15 O 2 13 O

計 ！11 25 13 3 29　6 7 10 5 2 6 39 7 19 26 O

表一3　樹高に対する各曲線式の順位

曲線式 Weibu11 Mitscher1ich 1 Losistic I Gompertz

順 位 1 2 3
・j

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
二俣・アテ 3 3 6 O O O 2 10 5 1 4 2 4 8 O O
山本。アテ 2 5 11 O O 1 O 17 13 2 2 1 3 10 5 O
蒜山。コナラ 2 4 1 O 4 2 O 1 1 O O 6 O 1 6 O
蒜山・クヌギ 6 5 4 O 6 5 1 3 O 2 1 12 3 3 9 O

計 ，13 17 22
・1

10 8 …1 19 5 …　■・・… O

表一4 胸高断面積に対する各曲線式の順位
~
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表一5 材積に対する各曲線式の順位

曲線式1 Weibu11 I
Mi・・・・…i・・1 Losistic I Gompertz

順位1
二俣。アテ 10110山本。アテ 21420 OO018 53100 11160蒜山・コナラ

蒜山④クヌギ

11400計

212830 ・・…1 ・・・・…1 1614211■ ■
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材積（m3）

樹高（・）

30

20

10

　　　　　　　　　　　　　　1◎1ク
　　　　　　　　　　　　1◎
　　　　　　　　　　！o　　　　　　　　　1o　　　　　　　◎1O
　　　　　O！
　　　01
　0！o！

0　　10　　20　　30　　40　　50年齢（年）

図一3　樹高に対するWeibu11型生長曲線式の
　　　　あてはめ結果
　　　　（A＝26．7，C＝O．O0893，刎＝1．14）

0．03

00．2

0．01 　　　　O　　　■

　■0
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　　　　　　◎1◎一
　　　　◎／
　　　／
　　　O。／

／

　○

図一4

材積（m3）

l0　　20　　30　　40　　50年齢（年）

材積に対するWeibu11型生長曲線式の
あてはめ結果
（A＝＝O．0329，C二〇．OO0492，刎32．30）

結果と考察

　各生長因子ごとの残差平方和による順位づけの結果

は，表一2，3，4，5に示すとおりである．各表とも

それぞれの曲線式が1位，2位，3位，4位になった回

数が試験地ごとに示してある．すなわち，1位の回数が

多い程他の式に比べて良いあてはまりを示していること

になる．

　Weibu11型生長曲線式は4位になった数が少なく，

胸高直径で3回，胸高断面積で1回の計4回だけである

また，3位の回数が比較的少なく，順位を単に1，2，

3，4と数量化し算術平均を求めると，胸局直径の場合

では，We1bu11型生長曲線式が215，M1tscher1lch

式が196，Log1st1c式が351，Gompertz式が236
となる．樹高については，Weibu11型生長曲線式は2．

17，以下曲線順に3．05，2．57，2．19となる．また，

胸高断面積では，190，275，313，221，さらに，材

積では，1．65，3．46，2．75，2．13という結果になる。

また，測定値へのあてはまりの様子は図一3，4のとお

りで，変曲点の有無にかかわらず良いあてはまりを示し

ている．これらのことから，Weibu11型生長曲線式は

各資料，各生長因子に対して優れたあてはまりをみせ，

一般に用いられてきた他の3曲線式と比較しても高い適

合度を示すものと考えられる．

　以上は，残差平方和を小さくするように，特にパラ

メータに条件を付けずに行った結果である．そのため，

中には図一5に示すように，上限値を示すパラメータλ

の値がマイナスになるものがあった．図一5に示すよう

にあてはまりそのものは良いが，生長現象を理解する上

で，大きさの上限値がマイナスとなることは不合理で

ある．これは，Weibu11型生長曲線式の漸近線が一本

（ツ＝A）しかないことによるものである．よって，一

O．3

O．2

O．1

O

図一5

！
　　　　　　　　　　／

　　　　　　　　／O
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λがマイナスとなったWeibu11型生長
曲線式のあてはめ結果
（λ＝一〇．602，C＝一0．0000319，刎＝2．40）

We1bu11型生長曲線式をあてはめる場合，A＞Oとなる

条件を付けた最小二乗法により再びWeibu11型生長曲

線式のあてはめを行った．そうして得た結果を，上の場

合と同じように順位づけると表一6，7，8，9のよう

になる．条件づきの最小二乗法によるあてはめ結果は，

条件なしの場合に比べ若干悪くなっているが，他の曲線

式と比べて劣ることはなかった。

　Weibu11型生長曲線式のあてはまりについてまとめ

ると，全般的に高い適合性を示し，生長経遇をよく表

現することができる曲線式であると言える．これは，

We1bu11型生長曲線式が変曲点の位置を変え得るとい

うことに由来し，極めて柔軟性に富む曲線式であるから

である。ただ，カ＝Oのとき常にツ＝Oと固定してある

ので，ある種の特異な資料に対する適合度は悪くなる

が，それほど間題にする程のことはないと考える．また

Weibu11型生長曲線式は一種の二重指数関数で複雑な

形をしているので，あてはめ計算には細心の注意を要す

る。
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表一6 条件つき最小二乗法による胸局直径に対する各曲線式の順位
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表一7 条件つき最小二乗法による樹高に対する各曲線式の煩位

曲線式1 Weibu11 1 Mitscher1ich 一 Losistic ‘ Gompertz

順 位 1 2 3 4 1　2 3 ・1・ 2 3 4
1・

2 3 4
二俣・アテ 3 3 4 2 O O 4 8 5 1 4 2 4 8 O O
山本・アテ 2 5 10 1 O 1 1 16 13 2 2 1 3 10 5 O
蒜山・コナラ 1 5 1 O 5 1 O 1 1 O O 6 0 1 6 0
蒜山・クヌギ 6 5 4 O 6 5 1 3 O 2 1 12 3 3 9 O

計 112 18 19
・1

11　7 ・刈・・ 5 7 21 1・・・…
O

表一8 条件つき最小二乗法による胸高断面積に対する各曲線式の順位
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表一g 条件つき最小二乗法による材積に対する各曲線式の順位
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　　　　　　　　　結　　　　言

　生長速度を単に大きさだけの関数と考えずにな肌一1と

いう項を加え，∫（〃，ツ）という現在の大きさツと年齢

¢の二変数関数として取り扱った．それより得た曲線

式は樹木の生長現象において，優れた適合性を示すもの

であることがわかった．パラメータの数を増やせぱ，あ

てはまりが良くなるのは当然であるが，残差平方和が小

さいだけで，優れた生長モデルとはいえない。Weibu11

型生長曲線式は他の3曲線式と同数の3つのパラメータ

を有する．同じパラメータ数で他のものより良い適合度

を示したことは，生長現象のモデル化として優れたもの

であると言える。We1bu11型生長曲線式が，さらに，

生長モテルとして有効なものであるかどうか結論つける

ためには，基礎となる資料の量，質とも充実しWeibu11

型生長曲線式のもつ解析性ならびに予測性などに関して

研究を重ねる必要があると考える。

1．
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