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生　長　曲　線　の　検　討

第2報 テイラー級数展開とCroz・er式

　　　　　　　　　＊
山　本　充　男。安　井

　＊

鉤

　M1tsuo　YAMAM0T0and－H1tosh1YAsU工

　　　　Ana1ys1s　of　Growth　Curve．

2Tay1or　Ser1es　and－the　Croz1er　Equat1on

緒　　　　　言

　生物の生長現象を考える上において，生物個体の体長

や体重などが時間の経遇とともにどのように変化するか

を表わす生長曲線（式）はその現象把握にとって欠くこ

とのできないものである．前報において，樹木の胸高直

径・樹高・胸高断面積・材積の各生長因子と林学の分野

で広く用いられているM1tscher11ch式・Log1st1c式

・Gompertz式との関係を実測値へのあてはまりの良さ
　　　　　　　　　　　　6）
という観点から検討を加えた．これらの生長曲線式は共

に生長速度に着目して導かれたものである．すなわち，

M1tscher11ch式はr生長速度は大きさの上限値と現在

の大きさの差に比例する．」として，Log1st1c式はr生

長速度は現在の大きさそのものと，大きさの上限値と現

在の大きさの差とに比例する．」として，Gompertz式

は「生長速度は現在の大きさそのものと，大ききの上限

値の対数と現在の大きさの対数の差とに比例する．」と

してそれぞれ誘導されている．これらの仮定を微分方程

式の形で表現すると次のようになる．ただし，時間を

カ，現在の大きさをツ，大きさの上限限値を五，生長速

度定数を0とする．

　M1tscher11ch式迦＝C（λ＿ツ）

　　　　　　　　　カ

　　　　　　　　　カ　0
　Log1st1c式　　　万＝五ツ（λ一ツ）

　　　　　　　　　勿
　Go㎜pertz式　　　ゴr②（1nA－1nツ）

　ここで注目すべき点は，共に生長速度がなんらかの形

で現在の大きさツの関数になっていることである．す

なわち，

＊森林計画学研究室

　　勿
　　励一∫（ツ）　　　　　　　　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）
と書けることである．このことは，Berta1anffyが生理

学的立場から「生長速度は合成と分解との差に比例す

る．」として導いた生長曲線式，さらにそれを一般化し

たRlchards式についても同様のことが言える。本報で

は，（1）式において，大きさの関数である∫（ツ）をテイ

ラー級数に展開してその関数形について考察する。ま
　　　　　　　　　　　　　　2）
た，その申のあるものがCroz1erが1926年に発表した

式と一致することからその式についても検討を加える．

尚，本報申のあてはめ計算等は京都大学大型計算機セン

ターにて行った．

　　　　　　　　テイラー級数展開

　すべての解析関数はべき級数で表わされ，このような

級数をテイラー級数とよぶ．すなわち，解析関数∫（窓）

はすべての次数の導関数をもっており，

　　　　　。。！（肌）（α）

　　ル）＝零、。伽1（H）肌

を得る．この級数を，申心αをもつ∫（2）のテイラー

級数といい，このテイラー級数を（1）式に適用する．

　生長速度が現在の大きさの関数であるとし，その関数

！（ツ）がテイラー級数に展開できるとすると，

　　！（ツ）：α0＋α1ツ十α2ツ2＋α3ツ3＋・・・・・…

となる．このように関数！（ツ）をツのべきに展開し，

生ずる微分方程式

　　カ
　　万＝α・　　　　　　　　　　　　（2）

　　勿
　　6ゲα・十α・ツ　　　　　　　　（3）

　　勿　　　　　　。
　　万＝α・十α・ツ十α・ツ　　　　　　（4）
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を逐次近似と考える．これらはそれぞれ異なった特徴・

形状を示すが，上限のある生長現象を考える場合には，

（2）式は不適当で（3），（4）式でなければならない．また，

（3）式は前節で示したM1tscher11ch式そのものであり，

（4）式において「自然発生」がないとしてαo＝Oとおく

とLogistic式と一致する．このようにテイラー級数に

展開して適当な条件を与えれぱ，遇去いろいろな解釈と

先験的な仮定に基づいて導かれた式とに一致する．（4）

式において，定数αo，α1，α2を自由にすれぱ，Mitsch－

er11ch式，Log1st1c式の両特性を生かした式を得る。

しかし，そのままでは式の性質を見るに困難であるの

で，因数分解ができるとして，

　　勿
　　∂ゲ（K・十K・ツ）（A一ツ）　　　　　（5）

とする．これは1926年にCrozierが考えた式と一致す

る．K2＝0でM1tscher11ch式，K。＝OでLog1st1c式

と同形になる．Croz－erはこの式を「生長を始める前に

ある物質の量Aを想定し，これは再生しないものとし

てこれからツなる物質を作るときそのツの生じ方が生

長速度を決定する．すなわち，Aからツを生ずる際を

第一次の反応とし，この反応により生じたツがこの変

化の触媒として関与し反応A一＞ツはいまだツが存在し

ない時の遠度定数K。に支配され，ツが生成してから

はツが触媒として作用するK。に支配される．」とし

て導いた．次にこの式について解と特性を明らかにす

る．

C醐贋i鮒式の解と特性

　Croz1er式は（5）式の形で表現され，この微分方程式

は変数分離で解くことができる。すなわち，

　　　　　み
　　　　　　　　　＿扮　　（K。十K。ツ）（A一ツ）

より，左辺を部分分数にわけ

（瓦晃ツ十、とツ）・ツー（風・螂1

となる．両辺を積分し，

・・（K着ツ）一（私・螂・・

となる．ただし，0は積分定数である．これをツにつ

いて整理すると，

　　　五13exp［（1（1＋1（2／1）¢コー1（1

　　ツ＝B。。p［（K、十卿）O＋瓦　　　（6）

となる．ただし，B＝exp（C）で生長の開始に関わる定

数である．

　（6）式がCrozier式の解である．次に，その性質につ

いて考察する。ただし，定数の値のとり得る範囲を

　　　　ノエ＞O，1（2…≧O

とする．

　漸近線　（6）式において

　　　カ→◎oのとき　　ツ→A

　　　¢→一◎◎のとき　ツ→一Kヱ／K2

となり，上下二本の漸近線

　　　ツ＝λ，ツ＝一1（1／1ζ2　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

を有する．

　変曲点　（5）式を微分すると，

　　∂2ツ　　　　勿　　　　　　伽
　　∂ザK・（A一ツ）砺一（尽十K・ツ）π

　　　　＝（1ζ1＋1ζ2ツ）（A＿ツ）（1ζ2／1＿21ζ2ツ＿1（1）

となる．これより、

　　　K2A－K。
　　卜2＆　　　　　　　　　（8）

が変曲点のツ座標である．さらにこれを（6）式に代入

し，変曲点のあらわれる時間を求めると，

　　　1nK2－1nB
　　仁凪十鮎　　　　　　　（9）

となる．ただし，K2キOとする．K2：Oの場合は，変

曲点は存在しない。

　変曲点の存在範囲は（8）式より

　　　　　K2A－K。λ
　　O≦ツー2＆≦万

となる。すなわち，

　　　　　　　　　　λ
　　K1＝Oのときツ＝万

　　　　K1
　　λ＝罵のときツ：O

であり，λ＜K．／K2のときは変曲点のツ座標は負とな

り，実質的には曲線上に現われない．

　次に変曲点での生長速度を求める．すなわち，（8）式

を（5）式に代入して，

　　勿（K1＋K2A）2
　　ガ4風　　　　　　　（10）
となる．

　定数の次元Crozier式には五，瓦，K2，3の4つの

定数がありその次元を考える．ここでは、取り扱う量ツ

を直径または樹高のような長さに対して一次元のものと

する．長さを〔ム〕，時間を〔T〕とする。

　（5）式より，両辺の次元，条弧内の次元はそれぞれ等

しいことから，

　　　A＝〔ム〕

　　　K1＝：〔T・1〕

　　　K2＝〔ムー1T・1〕

となる．3については，（6）式より同様にして

　　　3＝・〔｝1τ一1〕
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となる．

　以上，ここで求めたCroz1er式の解、一次微分，二

次微分などの一般的形状を図一1に示す．ただし，これ

は変曲点の存在する場合である．変曲点の存在しない場

合はMltscher11ch式と同じであるので省略する．

　　　　　　　Cr⑰幽r式の適用例

　賢料としては，前報で用いたものと同じ樹幹解析木の

測定結果である．ここでは，変曲点が明確なものと，不

明確なものの二例について示す．前者は山本試験地のア
　　　5）
テ67年生，後者は鳥取大学農学部蒜山演習林のクヌギ44
　4）
年生である．共に樹高生長についてあてはめを行ったも

のである．

　次に，あてはめ方法であるが，Croz1er式は非常に複

雑な関数型をしているので，従来の正規方程式による最

小二乗法を適用するのは困難である．そこでデミングの
　　　　3）
最小二乗法を用いて式申の定数を決定した．デミングの

方法にはそれぞれの定数に対する初期値が必要である

が，それらの初期値はCroz1er式がM1tscher11ch式

やLogistic式を含んでいることからそれらのあてはめ

結果を参考にして決定した．

　あてはめは，Croz1er式の他にも比較を行う意味で

M1tscher11ch式，Log1st1c式，Gompertz式について

ツ

Kλ一瓦
2瓦

　　　dツ
　　　万
（瓦十Kλ）2

4瓦

む
丁

zπK、一〃B コ

（κ十κλ）

τ

τ

も行った。あてはめ結果を表一1，2，図一2，3に示
す．

　残差平方和は他の三式に比べて小きいが，Crozier式

は他の式より定数の数が一つ多く残差平方和が他より小

さいからと言ってあてはまりが他より良いとは一概には

言えない．しかし，それよりも変曲点の有無にかかわら

ずCroz1er式はかなり良いあてはまりを示したことは

注目に値する．M1tscher11ch式は変曲点の明確なもの

に対して，Log1st1c式，Gom．Pertz式は逆に不明確な

ものに対して不向きであることを考慮すれぱ，あてはめ

計算は複雑ではあるが，Croz1er式の実用性は充分ある

表一1　アテの樹高生長に対するあてはめ結果

年齢　測定値　　　　　　　推　　定　　値　　（m）

（年）（m）C・。。i。。Mit。。h。。1i．h　L．gi．ti．G．mp。。t、

5
10

15

20

25

30

35

40

45

50

55

60

65

67

0．4

0．7

1．1

1．9

2．9

4．3

6．0

8．1

9，8

10，9

11，6

12，1

12，4

13．2

O．427

0．685

1．120

1．822

2．888

4．357

6．139

7．991

9．632

10．893

11．759

12．310

12．643

12．734

一〇．838

　0．416

　1．657

　2．885

　4．101

　5．304

　6．495

　7．674

　8．840

　9．995

11．137

12．268

13．388

13．832

O．378

0．650

1．103

1．826

2．907

4．380

6．151

7．985

9．614

10．874

11．749

12．312

12．656

12．751

0．059

0．263

0．782

1．727

3．078

4．688

6．372

7．968

9．378

10．561

11．515

12．265

12．842

13．032

残差平方和　　　0．416　　　　9．130　　　0．420　　　1．327

τ

表一2　クヌギの樹高生長に対するあてはめ結果

年齢　測定値　　　　　　　推　　定　　値　　（m）

（年）（m）C…i・・Mit・・h。・1i．h　L．gi。・i．G．m。。、。、

5
10

15

20

25

30

35

40

44

3，05

5，35

7，87

9．80

10．80

11．95

13．20

14．00

14．05

2．990

5．556

7．741

9．550

11．012

12，171

工3．075

13．772

14．209

2．933

5．625

7．798

9．552

10．968

12111

13．034

13．779

14．270

3．497

5．311

7．421

9．488

11．198

12．426

13．220

13．701

13．935

3．203

5．385

7．601

9．553

11．118

12．294

13142

13．763

14．075

図一1　Croz1er生長曲線の一般的形状
残差平方和　　　O．312　　　　0．335　　　0．988　　　0．450
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図一2　アテの樹高生長に対するCroz1er

　　　　式のあてはめ結果

　　　　　　五二　13．0976

　　　　　　1（1＝＿O．0007

　　　　　　1ζ2＝　　O．O089

　　　　　　3；　　O．OO01

樹

同
（m）

15

ユ0

5

◎

／
O

と思われる．

　　　　　　　　お　わ　り　に

　生長速度を現在の大ききの関数と考え，それをテイラ

ー級数に展開し，適当な条件を適用するといった純形式

的なやり方でも経験的基礎によるものと同様な結果に到

達しうることを示した．また，そのようにして導かれた

生長曲線式が実用上有、忌義であることを認めた．すなわ

ち，変曲点の有無にかかわらず良い適合度を示すことを

認めた。生長曲線式を生長現象の予測手段として考える

場合，測定結果への近似程度がこのように良いことは意

義深い．しかし，このように変曲点の有無にかかわらず

良い適合度を示すにはそれなりに曲線式の関数型は複雑

にならざるをえない．このことは，生長現象の理解把

握，すなわち認識手段としての曲線式（モデル）の価値

が上がるかどうか疑間である．モデルとは現象の単純化

である．その単純化をどのあたりで良しとするか．テイ

ラー級数展開でいえば，一次近似でよいのか，二次近似

あるいは三次近似以上のものが必要なのか．この点につ

いて，すなわち，予測手段としてのモデルと認識手段と

してのモデルという両側面の兼ね合いについて今後検討

／
O

。〆
　　　／
　　■◎

ノ

0　　　　　　　　30　　　　　　　　60
　　　　　　　　　　　年　齢　（年）

図一3　クヌギの樹高生長に対するCrozler

　　　　式のあてはめ結果

　　　　　　ノ1冒15．9158

　　　　　　1（1＝O．0386

　　　　　　1（2＝O．0013

　　　　　　B＝0．0024

を重ねなければならない．

　謝辞本研究を行うにあたり、協力していただいた元
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dy 
dt =f(y) 

where f(y) is. , the function of y. Let us assume that f( y) can be developed into Taylor 

senes : 
f( y) = ao + al y + a2 y2 + a3 y3 + . . . . 

Retaining three trems, we have : 

dy = ao + al y + a2 y2. 

d t 

This equation is almost the same as the Crozier (Crozier, 1926). Moreover, this equation 

comes to the Mitscherlich (when a2 =0) and the Logistic (when a0=0) 

Denoting the Crozier by 

dy 
dt =(K1+Ky)(A y) 

the solution of the Crozier is : 

AE; exp[(KI + K2A)t] - K1 
y = ~ exp[(KI + K2A)t] + K2 

where A. ~. K1 and K2 are constants. To examine the applicability of the Crozier equation, 

it was applied to the observed height growth. The Crozier showed a good fit to the growth 

not only with a clear inflection but also without one, as compared with the Mitscherlich, 

the Logistic and the Gompertz. The applicability of the Crozier equation in the growth-

curve-fitting was recognized 


