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対数正規分布とその応用

第1報 直径分布へのあてはめ
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　　Lognor皿ユa1d．1str1but1on　and．1ts　app11cat1ons

　　　　1　F1tt1ng　to　d1ameter　d．1str1but1ons

　　　　　　　　　緒　　　　言

　生物学データの頻度分布の多くが，対数正規性を示す

ことは経験的に知られている．それは累積頻度をプロビ

ットなどに交換し，これに対応する階級の対数変換値と

の関係をグラフ上に打点すれば，そこに直線が得られる

ことから解る．しかしこの関係が，しばしば曲線を描く

ことがある．このような場合には，階級値にある定数を

加えた値を対数変換すれば直線関係が得られることがあ

る．前者は2母数対数正規性であり，後者は3母数対数

正規性である．林木の胸高直径の頻度分布がこのような

3母数対数正規性を示すことをB11ss　and　Remker（
　2）　　　　　　　4）、
1964）は，Mayer（1930）がソヤーリェ曲線の近似を行っ

た同じ賢料を用いて実験的に示した．本論では，まず対

数正規分布の特徴を明らかにするとともに，同様の手法

を用い林齢別の直径分布資料にあてはめならびにカイニ

乗分布による適合度検定結果について報告する．また，

正規分布との違いについて考察する．

　　　　　　　対数正規分布

　対数正規分布は，観測値あるいは観測値にある定数を

加えたものに対数変換を行ったものの母集団が正規にな

る母集団分布のことである．つまり，正の値のみをとる

確率変数ツあるいはツ十ツ。の対数をとったとき”二

1ogツ，”＝1og（ツ十ツ。）の分布が正規分布N（”1μ，σ2）に

　　　　　　　　　　　　　1）
なるときツの従う分布をいう．

＊森林計画学研究室

　2母数対数正規分布LNωμ，σ2）について述べる。

　　　　工。〈ハ（ツ）＝N（1ogツ）　　　　　　　　　ツ）＞0

　　　　1ニハη（ツ）＝O　　　　　　　　　　　ツ≦；O

である。密度関数4（ツ）はツで微分して

　　　　4（ツ）＝O　　　　　　　　　　　　　　　ツ≦O

・（ツ）マ缶…／＋（・・ツー〃！ツ・・

である．この分布の申央値肌θは

　　　　刎e＝exp（μ）

であることは容易にわかる．最頻値榊。は密度関数の対

数をツで微分することにより求まる．すなわち，

　　　　　　　　　　1　　　　｛1o・舳L、り（μ一σ2－1・・ツ）

であるから，密度関数を最大にする伽。は

　　　　刎o：exp（μ一σ2）

となる．次に分布の原点まわりのノ次積率は

となる．

咋rヅ州ツ）

一∫二。。・加柳）

一…←μ・姜刈

これより分布の平均μ。！，分散μ。は

μ・一…（μ・号）

　　　　μ2二exp（2μ十σ2）（exp（σ2）一1）

である．ここで歪度β。は

　　　　β、＝μ32／μ23
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　　　　＝｛exp（σ2）一1｝｛exp（σ2）十2｝2

であり，σ2＞O，exp（σ2）＞1よりβ。＞Oである．ま

た，尖度β。は

　　　β。＝μ。／μ22

　　　　＝exp（4σ2）十2exp（3σ2）十3exp（2σ2）一3

で，exp（σ2）＞1よりβ。＞3である。

　次に，本論であてはめに用いた3母数対数正規分布

工N（ツ1μ，σ2，ツ。）について述べる．

　ここでは，2母数対数正規分布のツがツ十ツ。に変

わり，密度関数4（ツ）は

　　　4（ツ）＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ≦；一ツo

　　　・（ツ）一（ツ十古玩・叶去（…（州）一μ戸1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ＞一ツ0

となる．分散，歪度，尖度は2母数の場合と同じである

が，中央値，最頻値，平均値が異なり，一ツ。だけ平行

移動して

　　　中央値　　exp（μ）1。

　　　最頻値　　exP（μ一σ2）一ツ。

　　　平均値…（μ十言）一ハ

となる．

資　　　　料

　資料としては，1977年名古屋大学農学部森林経理学研
　　5）

究室がカナダ国ノースウェスト準州において行ったジャ

ックパイン（P伽洲ろα桃曲παLA”B．）の天然林調査

結果の一部を用いた．資料として用いたプロット名は、

Cherry　Mt1および2である．この資料はプロット内

の全立木について生長錐によりコアを採取し，それを年

輸測定機により測り，樹齢により逆算して遇去の直径分

布を1cm括約で再現したものである．　（表一1，2）

表一1　林齢別直径分布表（プロット名

　　　　　Cherry　Mt　1）

■
直径階 林 齢

（Cm

（年）

以上未満 5 10 15 20 25 30 35 40 45 47

O＿ 1 65 39 13 6 2 1 1 工 1 1
1＿ 2 103 83 30 16 12 工1

9 7 4 4
2＿ 3 115 100 97 49 29 15 11 7 9 9
3一 4 76 122 128 124 96 72 37 32 26 26

4一 5 28 76 113 127 118 102 108 89 75 73

5一 6 2 45 64 86 111 107 86 86 89 82

6＿ 7 1 1O 38 54 65 84 95 84 74 71

7一 8 1 10 27 42 51 62 79 85 83

8一 9 2 1 8 18 37 46 49 53 59

9－10 2 3 5 14 29 35 43 46

10＿11 2 3 5 12 21 19 19

11＿12 2 2 3 8 16 16

12＿13 2 2 1 5 10

13二14 2 3 2 2
14＿15 1 1 1
15＿16 0 0
16＿17 1 1

Tota1

Mean
St．D．

Skew．

Peaked．

47

4

9
26

73

82

71

83

59

46

19

390　　478　　496　　502　　503　　503　　503　　503　　　503　　503

2，27　3，14　3，94　4，58　5，09　5，63　6，15　6，52　6，82　6，94

1，45　　1，54　　1，56　　1，66　　1，75　　1，92　　2，07　　2，20　　2，31　　2，38

0．2330．2310．3010．3990．4800．4590．4350．4180．4310．442

2．5742．6503．1543．428　3．468　3．441　3．323　3．550　3．3243．318

表一2　林齢別直径分布表（プロット名

　　　　　Cherry　Mt2）

尚，表中の統計量は次の式により計算されている．

　　　　　一　　1犯
　平均直径　6＝1Σφ
　　　　　　　　”乞呈1

分

歪

尖

　　　　1　肌
散82＝口昌（み一6）2

　　　　　　π　　　　　π
度3K＝（〃一1）（ト2）碧1（み一∂）3／83

度・一1（、．1；高1，3）包（φ一み

3（2ト3）
・（ト1）（ト2）（ト3）

［包（か剛／・

ただし，〃はプロット内の立木数

　　みはク番目の樹木の直径（仁1，2，．．．．，〃）

直径階
　（Cm）
以上未満

O－　1

1－　2

2－　3

3－　4

4－　5

5－　6

6－　7

7－　8

8－　9

9－10
10＿11
11＿12
12＿13
13＿14

Tota1

Mean
St．D．

Skew．

Peaked．

　　林　　　　　　　　　齢　　　（年）

5　　　　10　　　15　　　20　　　25　　　30　　　35　　　40　　　45　　　49

99

122

113

52

7
1

61

83

ヱ23

102

75

20

5
1
1

19

54

102

126

103

65
ユ6

7
1
0
1

6
22

69

127

130

76

55

12

6
1
0
1

14

34

111

125

104

77

28

5
5
1
1

7
16

71

135

120

72

56

18

6
2
1
1

17

41

118

110

95

68

35

12

5
3
1

12

32

79

116

102

75

48

27

6
6
1
1

11

27

61

113

100

82

53

35

12

5
5
1

9
25

51

106

94

86

57

37

27

6
4
3

394　　471　　494　　　505　　　505　　505　　505　　505　　　505　　　505

1，86　2，79　3，61　4，31　4，85　5，37　5，86　6，30　6，59　6，85

1，07　　1，47　　1，54　　1，58　　1，58　　1，64　　1，74　　1，85　　1，96　　2，06

0．3910．2870．2820．2940．4690．5450．5390．4890．4890．488

2．5722．8243．3793．6223．6603．6173．4413．2953．2853．186
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である。

　　　　　　　　母数の推定

　3母数対数正規分布は母数ツ。がわかれば，他の母数

のμ，σ2は対数変換10g（ツ十ツ。）後の平均値と分散から

すぐに求まる．すなわち，母数ツ。の推定以外はほとん

ど正規分布における母数の推定と大差ない．

　母数ツ。を求める方法は種々あたえられているが，こ

こでは図解による方法と積率解による方法とについて説

明する．

　　　　　　　3）
　Kapteyn（1916）の図解法は，最も古くから一般に用

いられている方法である。プロビットとその階級の対数

変換値との関係で得られた曲線上の3つの点，つまり，

平均値を申心として1．5プロビットだけ違うような点，

3．5，5．O，6．5ブロビット点に対する横軸上の対数値を

読み取り、その真数値ツ1，ツ2，ツ。から

　　　　ツ2Lツ。ツ3
　　ツ・＝ツ。十ツ。一2瓦

として求める方法である．

　しかし，この方法では読み取り誤差などが入る恐れが

あるので今回は用いなかった．
　　　　　　　　6）
　積率解による方法は，母数ツ。を平均値，標準偏差さ

らに歪度の3つの統計量から求めるものである．すなわ

ち，平均値を夕，標準偏差を8，歪度をgとすると，

まず

　　C＝07937｛予／9・十1／92＋4＋｛／9－1／92＋4｝

を計算し，これより

　　　　　8　　＿
　　ツ・■C‘汐

として求めるものである。尚，07937は守05にあた

る．この方法はあてはめを電算機で一括処理するのに適

しているので，今回はこの方法を採用した。

　このようにして求めたツ。を用い，以下，対数変換値

1og（ツ十ツ。）について正規分布の場合と同じ手順で母数

を推定する。各直径分布に対する推定結果は表一3のと

おりである。

　　　　　　　　結果と考察

　各直径分布に対して正規分布ならびに3母数対数正規

分布をあてはめ，得られた結果についてカイニ乗分布に

よる適合度検定を行った．各分布に対するカイニ乗値お

よび自由度は表一4，5に示すとおりである．また，表

中の＊は有意水準5％で，＊＊は有、思水準1％で棄卸され

たものである．

　正規分布については，歪度が大きくなると適合度が悪

くなる．しかし，歪度が比較的小さいものには，3母数

対数正規分布より良いあてはまりを示している．一方，

3母数対数正規分布は全般的に，しかも歪度が大きい程

表一4　Cherry　Mt．1についての検定結果

正規
林齢（年） 分布 対数正規分布

カイニ乗値 自由度 カイニ乗値 自由度

5 1．785 2 5．932 2
10 5．459 4 7．462 4
15 7．866 5 5．731 4
20 15，825＊ 6 6．563 4
25 16，648＊ 6 6．805 5
30 19，467紳 7 10．972 6
35 30，883総 7 22，776納 7
40 25，725紳 8 11．215 7
45 27，166＊＊ 9 11．871 8
47 27，484紳 9 ユ3．076 8

表一3　各直径分布に対する母数の推定値

プロ ッ1l CherryMt． ・　1 ChenV　Mt． 2

ぺ1 μ σ ツ・1 μ σ ツ0

5 2．93 0．064 ユ6．44 2．工O O．ヱ28 6．40

1O 2．99 O．077 16．90 2．73 O．095 12．62

15 2．74 0．100 11．66 2．79 O．094 12．82

20 2．52 O．ユ32 7．97 2．78 0．097 工1．86

25 2．39 O．159 5．94 2．3工 O．156 5．34

30 2．53 O．152 7．02 2．19 O．180 3．75

35 2．65 O．145 8．22 2．26 O．177 3．93

40 2．76 O．138 9．37 2．43 O．161 5．15

45 2．77 O．142 9．37 2．48 0．161 5．54

47 2．78 O．146 9．33

49 2．53 O．161 5．92

表一5　Cherry　Mt2についての検定結果

正規分布 1 対数正規分布
林齢（年）

カイニ乗値 自由度 I カイニ乗値 自由度

5 5．488 2 9，346糊 1
10 4．807 4 10，547＊ 3
15 4．ヱ28 5 4．819 4
20 9．473 6 7．580 4
25 10．786 5 12，330＊ 5
30 22，570紳 6 8．672 4
35 18，912紳 5 7．678 5
40 11．361 6 4．398 6
45 17，087＊ 7 5．160 6
49 ユ8，628紳 7 8．850 7
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良いあてはまりを示している．尚，1％水準で棄却され

た二つの分布について，一つは分布幅が小さく自由度が

1になったこと，他は観測分布が明らかな二山分布であ

ること，このような理由により適合しなかったものと思

われる．

　若齢林分の直径分布は歪度も小さく正規分布で十分近

似が可能である．しかし，高齢になり分布の歪度が大き

くなるにつれ正規分布では十分な近似が得られなくな

る．このような場合に，今回用いた3母数対数正規分布

は有効となろう．しかも，若齢においても然るべきあて

はまりの良さを示していることをも付け加えるならば，

今後林分の直径分布解析にかなり有力な手段になり得る

と思われる．

　　　　　　　　お　わ　り　に

　本報告では，単に直径分布に対する理論分布として3

母数対数正規分布を取り上げ，適合度の観点からその可

能性について考察した．それ故，母数の値には特に検討

を加えなかった．しかし今後はこの点についても検討を

加えなければならない．また，対数正規分布は分布の再

帰性という性質を持っており，例えば，直径と材積の間

に相対生長法則が成り立つとすると，直径分布からただ

ちに材積分布が推定できる．この点についても今後検討

するつもりである．
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