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第1報生長因子と曲線式との関係
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　生長曲線とは生物個体の体長。体重などが時間の変化

にともないどのように変化するかを表わすものである．

遇去，生長曲線式として多くの経験式・実験式などが考

えだされてきた．生長曲線式は生長の経遇を数式化し簡

単な形にして表現でき，ひとつひとつ数値を書かなくて

もよいという利点がある．さらに単なる測定点内の補間

にとどまらず将来の予測も可能にする．また，生長曲線

式のもつ定数の値により曲線の形状が決まり，その値を

もって生長の比較もし得る．このような利点をもつ生長

曲線式の中で生物の個体あるいは細胞の大きさの生長に

比較的よく適合する曲線として，また単なる実験式では

なくある仮定のもとで誘導されたものとして，指数曲線

式・M1tscher11ch式・Log1stlc式。Gompertz式・
　　　　　　　　　6）8）9）
R1chards式などがある．本論ではこの申から林学の分

野でよく用いられる，M1tscher11ch式・Log1st1c式・

Gompertz式について樹木の胸高直径・樹高・胸高断面

積・材積の各生長因子に実際にあてはめを行い，各曲線

の生長因子ごとのあてはまりの良さを検討した．尚，あ

てはめ計算等は島榎大学計算機センターにて行った．

　　　　　　　　各式の特徴

　M1tscher11ch式，これは別名一分子反応式とも呼ぱ

れているもので，「生長の速度は大きさの上限値と現在

の大きさの差に比例する．」という仮定より誘導されて

いるものである．時間を広，現在の大ききをツ，大きさ

の上限値をλ，生長速度定数を6とすると，微分方程

＊森林計画学研究室

式は

　　　　カ　　　　　　ーC（A寸）
　　　　挑

となる．これより生長曲線式は

　　　ツ＝A（1－exp［3－C玄コ）

となる．ただし，Bは生長の開始に関わる定数である．

この曲線は漸近線

　　　ツ＝λ

をもち，すべてのカについて上に凸な形状を示す．

　Log1st1c式，これは主として人口増加の曲線として

用いられてきたものであり，「生長の速度は現在の大き

さそのものと，大きさの上限値と現在の大きさの差に比

例する．」として導びかれている．微分方程式は

　　　　勿　　　0　　　　　　一一ツ（A一ツ）
　　　　〃　　　λ

であり，生長曲線式は

　　　　　　　　A
　　　ツー　　　　　1＋exp［B－C云コ

である．漸近線は上下2本あり

　　　ツ＝A

　　　ツ＝O

である．また，この曲線は変曲点を有しその位置は

　　　（B／C，ノ112）

で，曲線の形状はKB／Cでは下に凸，カ＞B／Cでは上

に凸であり，変曲点に関して対称である．

　Gompertz式，これは「生長の速度は現在の大きさそ

のものと，大ききの上限値の対数と現在の大きさの対数

の差に比例する．」という仮定より誘導される。微分方

程式は次のようになる．
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　　　　勿一②（1・ル1・ツ）
　　　　挑

生長曲線式は

　　　ツ＝A　exp［一exp（B－Cな）コ

となる．これはLOgistic式と同様に2本の漸近線

（ツ＝A，ツ＝O）を持つ．変曲点の位置は

　　　（B／0，A／θ）

である．ただし，θは自然対数の底である．曲線の形状

は変曲点まで下に凸で，変曲点通過後上に凸になる．対

称性は有していない．

　以上，3曲線の特徴について概説したが，ここで若干
　　　　5）
差分の場合について触れる．

　M1tscher11ch式について，左におけるツの値を火，

同様に叶1におけるツの値をツ1。。とすると

　　　〃＝A（1－exp［B－Cヵコ）

　　　〃キ1＝A（1－exp［B－C（玄十1）コ）

　　　　　：A（1－exp［B－C¢コexp［一Cコ）

となる．両式よりexp［B一αコを消去すると

　　　〃十。＝A（1－exp［一Cコ）十exp［一Cコ火

となり，ル。と〃の間には直線関係があることにな

る．Log1st1c式の場合．には逆数をとってやると，また

Gompertz式の場含には対数をとるとこのような関係が

見出せる．すなわち，Log1st1c式では1／ル1と1／〃

との間に、Gompertz式では．1nツ1．1と1n〃との間

に直線関係がある．

　　　　　　　　資料と方法

　資料としては，次の4つの試験地より得られた樹幹解

析木52本を用いた．

　二俣試験地　　樹種：アテ　12本

　輸島市二俣町堂ノ下にある「能登地方のアテ択伐林」

試験地の1つで，面積300m2，方位WSW，傾斜150
　　　　　　　　　　　3）
（中崎一雄氏所有）である．

　山本試験地　　樹種：アテ　18本

　二俣試験地と同じく「能登地方のアテ択伐林」試験地

の1つで，山本町大宇茶志尻にある面積400m2，方位
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7）
S　E，傾斜5～10◎（平谷平蔵氏所有）の試験地である

表一1

　鳥取大学農学部蒜山演習林　　樹種：コナラ　7本

　蒜山演習林，19林班，イ小班の広葉樹試験地（コナラ
　　　　2）
林）である．

　鳥取大学農学部蒜山演習林　　樹種：クヌギ　15本

　蒜山演習林，17林班，ハ小班の広葉樹試験地（クヌギ
　　　　　4）
林）である．

　資料木の試験地ことの伐倒時における年齢，胸局直

径，樹高，胸高断面積，材積の範囲を表一1に示す。

　次に，あてはめ方法について説明する．資料木の各生

長因子ごとに上記3式を最小二乗法によりあてはめを行

うのであるが，これら3式とも若干複雑な型をしている

ので，従来の正規方程式による最小二乗法を適用するの
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1）
は困難である．そこでデミングの最小二乗法を用いて各

式中の定数を決定した．デミングの方法では個々の定数

に対する初期値が必要である．その初期値は，各式の特

徴の項で述べた差分における直線関係を利用し，それぞ

れの回帰直線の切片ならびに傾きから定数λ，0の初

期値を決定した．定数3については求めたA，0の初

期値ならびに適当な年数におけるツの値を代入するこ

とにより求めた．λ，0に較べBの値は非常に不確か

であるがあくまでもデミングの方法を用いる際の初期値

であるので，このような方法で求めた値で充分である。

尚，定数のとり得る値についてであるが，今回はとにか

く残差平方和が最小になるようにあてはめを行ったので

特に制限は与えなかった．それ故，Mitscher1ich式の

場合，定数3の値によってはツ＜Oとなり得るので，

次のように区別してあてはめを行った．すなわち，

　　Bく0のとき　ツ：五（1－exp［B－Cなコ）

B＞Oのときツ＝1二（。＿p、。，αコ1く鴛

として行った。

　あてはめ結果の比較方法について，今回用いた3曲線

式とも定数の数が同じであるので，比較の際定数の数を

考慮に入れる必要がない。そこで，比較は単に測定値と

推定値との間の残差平方和のみを用いた。すなわち身各

資料木の各生長因子ごとに残差平方和を計算し、3曲線

式間で残差平方和の小さい順に1，2，3と順位をつけ

試験地別資料木の大きさ

試験地 樹種 本数 年齢（隼） 胸高直径（Cm） 樹高（皿） 胸高断酉積（m2） 材積（m3）

二 俣 ア　テ 12 36－72 5．7－24．3 5．8－16．7 O．0026－O．0464 O．O092－O．3754

山 本 ア　テ 18 39－89 4．4－25．9 4．5－19．3 O．O015－O．0527 O．O046－O．5624

蒜 山 コナラ 7 44－50 10．8－23．2 14．O－16．7 O．0092－O．0423 O．0605－O．2755

蒜 山 クヌギ 15 42－54 9．4－24．7 9．6－15．9 0．O069－O．0477 O．0314－O．3474
皿
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その順位づけ結果よりそれぞれのあてはまりの良さを考

察した。

　　　　　　　　結果と考察

　各生長因子ごとの残差平方和による順位づけ結果は，

表一2，3，4，5に示すとおりである．各表ともそれ

ぞれの曲線式が1位，2位，3位になった回数が試験地

ごとに示してある．すなわち，1位の回数が多い程他の

式に比べよいあてはまりを示したことになる。

　次に，各生長因子ごとにその結果について検討する．

　胸高直径

　表一2に示した結果からM1tscher11ch式とGomp－

ertz式がLogistic式に比べて良いあてはまりを示して

いると言えそうである。このことについて，残差平方和

の単純平均をとって比べてみると，M1tscher11ch式

1666，Gompertz式1657，Log1st1c式3344とこれ

にも差があるように思われる。

　一般に生長現象においては「無から有は生じない」と

されているが，M1tscher11ch式はこれに反し大きさセ

ロの時の生長速度を最大としている．にもかかわらず，

この式が胸高直径の生長現象にあてはまるのは、直径生

長が他の生長現象と異なっておりある時点を境にして生

長が始まる，たとえば胸高直径なら樹木が胸高の位置に

達した時から始まることによると思われる．

　樹高

　特にどの式が良いか明確な判断は下し難い．しかし，

この結果を能登地方のアテと蒜山演習林のコナラ，クヌ

ギに分けてみると，前者にはLog1st1c式，Gompertz

式がよく，後者にはM1tscher11ch式がよいように思

われる．これは両者の生長経遇の違いによるもので，前

者には図一1に示すようなはっきりとした変曲点が存在

している．このような生長経過に対して変曲点を持たな

い式をあてはめてもよい結果が得られないめは明らかで

ある．一方，蒜山演習林のコナラ，クヌギの場合には，

変曲点が存在しないかまたは存在したとしても明確でな

いので単純な形をしたM1tscher11ch式が良いあてはま

りを示した．（図一2）

　胸高断面積

　Gompertz式，Log1st1c式の順に良いあてはまりを

示し，M1tscher11ch式のあてはまりは悪い．これは樹

高同様変曲点の存在によるものである．このことについ

て簡単なモデルを用いて説明する。

　胸高直径を6，胸高断面積をgとする．胸高直径の

項で示したように直径生長に対してM1tscher11ch式は

よくあてはまることから

　　　6＝A（1－exp［B一αコ）　　ただし　ヵ》B／0

第16号

表一2　胸高直径に対する順位

Mitscherlich Logistic Gompertz 

JI~ {~~ 123 l 23 l 2 3 
~4~:' 7 T 633 039 660 LLI~C'7 :~ 12 2 4 O 4 14 6 12 O 
~~ ~~~ VJ' 

5 1 1 O 1 6 2 5 O 
ti* ~~~~uJ･ ~ ~~~i 

14 1 O O O 15 l 14 O 

~+ 37 7 8 0844 15 37 O 

表一3　樹高に対する順位

~1~*~~~~ Mitscherlich Logistic Gom pertz 

,f~ I~~ 123 1 23 1 2 3 
~~~:' 7 7 1 1 lO 462 750 LLl~C'7 :~ 1 O 17 13 4 1 4 14 O 
~~ ~~~ VJ:' 

60 l l 06 07 O 
~~ ･~~~~ uJ: 

11 1 3 O 3 12 4 Il O 
~
r
 19 2 31 18 13 21 15 37 O 

表一4　胸高断面積に対する順位

~1 ~~ ~~t~ Mitscherlich Logistic Gom pertz 

JI~ I~~ 1 1 2 3 
1 23 1 2 3 

-f~ ･ 7 7 ~ 

O O 12 7 5 o 57 o 
VJ~1~･7 ~ O O 18 5 13 O 13 5 O 

･**zF~~. ':1~h~ LLl 

007 250 52 o 
528 O 12 3 10 1 4 

~
-
"
-
'
+
 
~
 5 2 45 14 35 3 33 16 4 

表一5　材積に対する順位

~~~~~; Mitscherlich Logistic Gom pertz 

JI~ ~Z 1 23 1 23 1 2 3 
~4~:' 7 7 ~ 

O O 12 4 8 O 84 O 
VJ~C'7 ~ O O 18 8 10 O 10 8 O 

'**~F~~ '::I~~ -VJ 

007 6 1 O 160 
l O 14 59 1 96 O 

~
f
 l O 51 23 28 l 28 24 O 
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とする．g’＝π♂2／4より

　　　9一πA・（1一・・p［B一αコ）・
　　　　　4

となる．これをカについて微分すると

条麦〃・（・一…1・一・O）・…［・刈

となり，

1斗に対し与・・

である．さらにフについて微分すると

　　∂2g＿π　　〃　4A2202・・p［B一αコ（2・・p［B一αコー1）

となる．これは

　　　2exp［1…1－Czコー1＝＝O

すなわち，

　　　な＝（B＋1n2）／0

のとき二次微分がOになる．また，

　　　」とく之＜B＋1n2のとき迎＞0
　　　0　　　　　　C　　　　　　　励2

　　　B＋1n2＜¢　　のとき　血＜O
　　　　C　　　　　　　　　　　　出2

であり，胸高断面積の生長には変曲点があり，その位置

は生長の上限をGとすると

　　　（（B＋1n2）／q　G／4）

となる．これをLog1st1c式とGompertz式の変曲点

の位置を比較すると

　　　C1三／4＜G／6＜（（；／2

となり，比較的近いGompertz式の方が良いことがわ

かる．また，変曲点を持たないM1tscher1lch式が悪い

のも説明がつく．

　材積

　ほぼ胸高断面積の場合と同じ結果である。ただ，この

場合Gompertz式とLog1st1c式の差はほとんどない．

これもまた断面積同様モデルを使って説明する．

　材積をηとし，材積と胸高直径の間には相対生長法

則が成り立つとする．すなわち

　　　η＝α抄

である．ここで，両辺の次元を考えると，左辺は［ム3コ

であるから右辺もそれに合わせなけれぱならない．その

場合，最も簡単なモデルを選び

　　　η＝α∂3

とする．材積の生長曲線は

　　　η：αA3（1－exp［B－C左コ）3

となる．これをカについて微分すると

　　　伽　　　一＝3αA3（1－exp［13－Cヵコ）20exp［B－C¢コ
　　　出

となり，一次微分は正である．これを再び玄について

微分すると

　　　62η　　　　　一3αA3C2（1－exp［B－Cヵコ）exp［3－C¢コ
　　　カ2
　　　　　　（3exp［B－C乏コー1）

となり，ここで材積の上限値をγとすると

　　　（（B＋1n3）／C，γ（2／3）3）

の位置に変曲点を持つことになる．これは胸高断面積の

場合より少しではあるが上に位置しておりLOgistic式

に合い易くなっている．逆に，M1tscher11ch式ではほ

とんど無理であることを示している。

20

9

←

○ユ0

O　O　O
O

O
O

O

　　　　　。4♂

。／

ユ5

冒　ユO

←

5

0　　　　　　　　30　　　　　　　60
A　G　E　（y

図一1　M1ヒscher11ch式の樹高へのあてはめ例

　　　　（残差平方和大）

o

／
O

／
O

　　　　　O1♂
　　　　1　　／

。■

。／

　0　　　　　　　　30　　　　　　　60

　　　　　　　AGE（years）

図一2　Mitscher1ich式の樹高へのあてはめ例

　　　　（残差平方和小）



一52一 島根大学農学部研究報告 第16号

　　　　　　　　お　わ　り　に

　個々の生長因子に3つの生長曲線式をあてはめたが，

どの因子にもほぼ安定したあてはまりの良さを示したの

がGompertz式であり，因子により大きな差ができた

のがM1tscher11ch式である．すなわち，対象の形状，

変曲点の有無などによりあてはまりの良さが大きく左右

される．生長因子で言えぱ，胸局直径，樹高（変曲点が

明確でないもの）に適していて，それ以外のものには適

していない．Logistic式について言冬ばほぼ全般的に

然るべきあてはまりの良さを示したが，若干変曲点が不

明確なものには不向きのようである．

　以上，形状的な観点から生長曲線式の選択基準を定め

ると次のようになるであろう．

　1　変曲点なし　　　　　　　　M1tscher11ch式

　2　変曲点ありα変曲点の位置低い　Gompertz式

　　　　　　　　ろ変曲点の位置高いLogistic式

この基準を考慮しながら各生長因子へ適用すべきであ

る．すなわち，各曲線式の特徴を充分考慮して用いなけ

ればならない．

1．

2．

3．

4．

5．

6．

7．

8．

9．
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　To　examme　the　apP11cab111ty　of　growth　equat1ons　the　M1tscher11ch，the　Log1st1c，and．

北e　Go㎜pertz　equat1ons　were　app11ed－to　the　obser∀ed－growth　of　d．1a血eter，he1ght　basa1

area　and▽o1u血e　of52trees　Th1s　apP11cat1on　showed．that　the　best　f1t　for　au　growth

factors　was　ach1ev’ed．by　the　Gompertz　　The　M1tscher11ch　showed　a　good。壬1t　to　the

d．1am－eter　growth　and．the　he1ght　growth　w1thout　a　c1ear　mf1ect1on　On　the　other　hand。，

the　app11cab111ty　of　the　Log1st1c　to　the　growth　w1th　a　c1ear1nf1ect1on　was　recogn1zed．

These　resu1ts　md1cated－that　the　cons1derat1on　for　the　character1st1cs　of　growth　equat1ons

wasa　matter　of　great1mportance　to　the　app11cat1ons


