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数学教育における記号表現の問題（皿）

「論理記号」考（その1）

三　　野　　栄　　治＊

　　　　　　　　Eiji　MIN0

Prob1ems　m　Mathemat1ca1Symbo11sm（II）

Inyest1gat1ons　of　the　Log1ca1Symb〇五s（1）

　　　　　　は　　じ　　め　　に

　いわゆる「論埋」が，学校数学としての話題になって

から十分な日時が経つ。教材として具体化されてからで

も，かなりの時間を経ている。「論理」についての著書

も多くみうけられ，また，教室での取り扱い方もいろい

ろな工夫がみられる。論理の内容についてはむろんのこ

と，論理の記号についての由来やその用法などについて

も，ていねいな指導・教育的配慮がなされるようになっ

てきている。しかし，残念なことに，まだ不的確あるい

は妥当さを欠く点もみうけられるようである。

　そこで，この論文では，学校数学において現在取り扱

われている《論理記号》について，それに限定して，そ

の由来および意味を述べてみたい。とくに，記号化の思

想をペアノから読みとることによって，短絡的に記号的

事実についてまとめることにする。ペアノの思想を採り

上げるのは，記号化における数学者としての独創性のお

もしろさもさることながら、現在の我々が利用している

論理記号の源流を，ペアノにみるからである。

　なお，ペアノがすぐれた教育者であったといわれる由

縁も，彼の数多くの論文から伝わってきて，うなずける

ものがある。

　　I　記号一形式言語化への覚醤き

　論理学は，ひじょうに入り組んだ長い歴史を背負って

いる。それは至むずかしさの故であり，新しい問題が発

見されるからである。

　論理学の歴史的流れに，大きくみて，二つの系統がみ

られる。その一つは事アリストテレス（あるいは畢ユー

クリッドも）に始まる流れで，ブール（Boo1e，G．），シ

ュレーダー（Schr6der，E．），（ライブニッツも）と続く

ところのもの，すなわち形式的。演輝的な推論に視点を
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おくものである。それに対して，もう一つは，アルキメ

テスに源を見出す思想で，ホルソ・ノ（Bo1zano　B），

デデキント（Dedekind，R．），カントール（Cantor，G．）

と続くものである。

　アリストテレスは，主として白然言語によって研究を

進めたのに対して，ワールは‘‘形式的”言語　　代数学

の形式を真似たところの言語の形式化一で試みた。ブー

ルの手法はラ純粋に代数的であって，したがって，ここに

実質的な数学的諭11里学が進展しはじめたと考えられる。

　白然言語の代りに，形式化された言語一人工的な言語

を用いはじめたときに，論理学の第一のレかもひじょう

に大きな進歩がなされるといえるのである。

　　1．　プーレは，思考の一般的な規則が代数学の法則

とひじょうによく類似しているのを観察するところから

始めた。すなわち，論理の代数化を指向した。ブールは，

rクラス」の概念をとり上げ，それを文字（変数）で表

示する。それは，内包の関係ではなく外延の論理的関係

を扱うものである。

　たとえば，式〃はrクラス”とクラスッの両方

に属するもののクラス」を表わすもので，

工：男，ツ：女，9：ヨーロッパの，とすれば，

　　　9（”十ツ）二zπ十9ツ

は争　「ヨーロッパの男と女」は，　「ヨーロッパの男とヨ

ーロッパの女」と同じことである，という例を挙げてい

る。

　彼によれば，したがって，エ”＝”は，変数”のど

んな値に対しても真である（たとえば，‘9ood，9ood’と

いうのは‘9ood’というのに論理的に同じであって，

肌＝”は《不格好で有用でない重複語》（1）である）。

なぜなら”工は，クラス”の両方に属するもののクラ’

スであるから，それはクラスェを形成する。ところ

が，代数学では”2＝”はつねに真であるとはいえな

い。しかし，もしOと1の世界に限って考えれば，
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エ2；”はつねに真である。

　このようなことから，彼の論理代数は享Oと1の記号

によって進めていくのであるが，彼の記号はCOnStant－

symbo1であり，copstant－c1assとして把握されうる

ものであろう。ブールによれば，“1”は「すべてのも

のから成るクラス」であり，．“O”は「空（くう）のク

ラス」である。ただ，この「空のクラス」の存在の認識

は容易なものではなかっただろうと想像される。

　さて、ブ…レは論理代数を発展させて，論理的和と論

理的差を導入している。

　　　κ一ツ：「クラスッに属するものを除いた，クラ

スェに属するもののケラス」

　　　1一エ：rもし”が人間のクラスなら，1一エは

人問でないもののクラス」

　また，数学における等号とまったく同じような意味

で，論理においても“二’’を扱う。すなわち，

　　　エ”；エ　　　（またはエ2：”）

　　　工一一工’＝工一工一

　　　〇＝ユー工2

　　　i．e．　　工（1一工）：O

　これは，アリストテレス以来知られているところの矛

眉律を示す。

　このように，ブールめ方法は，純粋に代数的であっ

た。

　　2．一方、フレーゲ（Frege，G．）は，独白の立場

にあって（ブールやその後継者達の研究を知らなかった

といわれている），“数論のすべてを論理規則に基づかせ

ることの可能性”を明らかにすることを考えていた。

　数論が論理的前提の上に建てられるものであることを

確信するには，どうすればよいのだろうか一一このこと

を成すためには，どのようなギャップももたない‘‘完全

な証明’’が与えられる必要があるが，この努力中に、フ

レーゲはいくつかの重要な考えに到っている。なかで

も，自然言語から起こるむずかしさから，記号使用の必

要性を明らかにしている。ただ，フレーゲの記号化は，

ブールの場合とは異なり、数学の上にそのモデルを求め

てはいない，ということである。なぜなら，フレーゲの

立場は，論理が数論の基礎を築かせたいためのものであ

るから，数学における記号を援用することは，記号のあ

いまいさを導き入れ争循環論をも起こさせるからであ

る。この数学的方法を用いなかったことは，《論理問題

の固有の性質が，よりよく理解されるのに役立ち》（2），

イギリスのラッセル（Russe11，B）にひじょうに大き

な影響を与えた。

　ただ、フレーゲの創り出した記法が，幾何図形的な

“二元記法㍗であり，また、むずかしくもあったため，

人気を得なかった。しかし，フレーゲは，《現代的な論

理学者で身論理の根元にある問題の発見と解決に，ひじ

ょうな明敏さを示した》（3）のである。

　　3　ライプニッソ　　フールーノユレーターの研

究が虫イタリァの数学者ペァノ（Peano，G。）に影響を

与えた。

　ペア．ノは、彼の考案した記号一形式言語でもって至数

学の申にある論理の観念を分類し、記号によってそれら

を表象し，その特性あるいは論理的計算の規則を研究す

ることを目ざした。

　今日里論理学において我々が使用している記号一形式

言語は（残念なことにタ統一されてはいないが）ペアノ

によって創り川されたものから導かれたものである，と

いってよい。記号一形式言語の視点からは，ペアノは重

要な地位を占めているのである。

　ところで予前述めように。フレーゲの思想一数学

は。論理でもって伶められるところの一つの体系（狭い

意味で，数学の各分野が論理の上に基礎づけられる）と

して示されるべきである一を争より確かな形で実行し

ようとしたのはラノセルであるが、その大著「Prmc1p1a

Mathematica』　（ホワイトヘッドとの共著）では，ま

たペアノの記号一形式言語を積極的に採用しているので

ある。その序文に

　　《記法に関しては争可能なかぎりペァノに従うこと

　にし，必要に応じて，彼の記法に補足してフレーゲや

　シュレーダーの記法にも従った》

とある。

　　4．　さて、1900年代初期には、かくして争数学（と

くに数論）と諭理とのかかわりがいろいろ話題となり。

“数学的論理学”と“哲学的論理学”の関わりは如何，

対立するものかチというような議論が活灘になされてい

る。

　ヒルベルト（Hi1bert，D。）は、1904年にr論理」の問

題に足を踏み入れたが里そこで次のように述べている。

　　《数論は，　しばしば論理の一部分であると考えられ

　ている。伝統的な論理の基礎理念は争通常里数論の基

　礎を確立するという問題が前提条件とされている。し

　かし、我々が注意深くみれば昇論理規則の伝統的な説

　明の中に畢すでに数論のある基礎観念が用いられてい

　るのを見出す。たとえば，集合の観念や享ある程度の

　数観念が。かくして芽もしパラドックスが避けられう

　るならば争論理の規則と数論の規則の部分的同時発展

　が求められる。そして，一つの輸の中に帰ってくる我

　々自身を見出すのである。》（4）

　ヒルベ．ルトによって室数学の方法によって扱われる論

理学すなわち数学的論理学が、明瞭に大きな姿を現わし

た。命題論理だけセなく，述語論理がexp1icitに体系

的に取り扱われ一ここに“現代的”論理学が幕開く
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一しかも排中律を前提とした認識、すなわち二値論理

学で，公理的方法によっそ計算が進められるところに，

彼の思想がある。

　それに対して，ある種の認識論的問題を内にふくむ論

理学（哲学者が扱う論理学とでもいえよう）を、前述の

ように“哲学的論理学’’と呼ぶことにする。

　ところで，「いかなる命題も事真か偽かのいずれか一

方だけである」　これが二値原理であり争この二値原理

の上に構築される論理学が二値論理学である。この二値

論理学は、学問化されている論理学の申での最もシンプ

ルな論理学である。

　この原理　　排中律や二重否定の認識をめくって，直

観主義論理学とか多値論理学などの思想が形成されてい

った。フラウワー（Brouwer）や（イティノク　（Hley－

ting）あるいはウカシェヴィッツ（兄ukasiewicz）らカミ争

それである。そして，さらに，意味論的視点とか構文論

的視点等々が加わって，まさに入り組んだ学派が存在し

ている。

　二値論理学は，学問化された論理学の中で，最もシン

プルなモデルであると述べたが茅我タの日常生活感覚か

らは弁排中律の成立する場面はそれほどすべてであると

はいえない。対立学派の思想がそれを示している。した

がって，排中律の認識は，日常感覚的には《積極的な知

識》（5）であるというのも，うなずけることである、

　一方，日常性とは別に，何かを学問として組織化する

には争その第一歩として，不定性をできるだけ排除し

て、条件を理想化する1単純化することなどが，まず採

られるであろう。すなわち，シンプルなモデルを構成す

ることがその第一歩であって，まずそれについて考えて

みることがなされる。

　学校数学におけるいわゆる「論理」の教材化と指導理

念にとっては，上述のことは見逃すことのできない問題

点である。

　　H　記号一形式言語の思想　　ペアノの発想から

　　1．ペァノ（GiusepPe　Peano，1858～1932）は虫

イタリアの数学者で，1881年から1931年にわたって200

編以上の作品を発表しているが、記号論理の研究は1888

年から発表されはじめた。それは♪シ子レーダーの論文

『Der　Operat1onskre1s　der　Log1kka1ku1s（1877）』に

ペアノが喚起されたのがそもそもで，シュレーダーの記

法が論理の記号と数論の記号との間に混乱をおこしてい

たことによる。ペアノは，シュレーダーの記号×章十、

A1（Aの否定），O，1をそれぞれ（，U，一λ（また

はA），○。②に置き換え，さらに記号＜を導入して里A

＜B：「五はBである（og1iλさB）」（ただしタA，B

はクラス）としている、（注ユ）

栄　　治 15

　1888年のこの咋品（・）は，彼の“Loglca　Matemat1ca”

の中では争それ以後への大きなステップ．とみることがで

きるが。記号一形式言語の面での彼独白の考えが顕著に

表山されているものである。

　いくつかを抜き出してみよう。

　　《A　e　B．e　Cを記号化して，A（B∩C（ま

　たは簡単に五BC）と書く。記号∩は，eと読む。》

　　《A　o　B⑪　Cを記号化して曾五∪週U　Cと書

　き争記号Uは争0と読む。》

　「e」，「O」はそれぞれイタリア語で王「そして」タ「ま

たは」の意味である。記号∩，Uは「e」タ「O」と読

ませられるだけでなく勇’形態的になかなか連想力の強い

象徴的記号であるといえる。

　　《㊧：「実在しているもの全体（クラス）」を表示す

　る記号で、tuttoと読む。

　○：存在物がことごとく無いクラスを考える必要があ

　るときは，記号○で示しタnu11aと読む。

　②と○の用例

　　A②＝A，　　　AU○＝λ
λ○二○，　　　AU②二⑳

A∩一A二○，　λU－A＝○
一○二②，　　　　一②＝○

　　　　　　　　　　　　　　　　　　》（注2）

　次に争記号＜については争翌1889年の作品ではつに

変わるのであるが争これについて次のような使い方がな

されている。

　　《（＜1）＜（＜2）

　　‘interi’＜　‘raziona1i’

　　AB＜A，　　　　　　　　AUB＞A

　　○＜A，　　　　　　　　　②＞A

　　（A＝B）＜（AC＝BC），

　　（A＝B）＜（AUC＝BUC）
　　（A＝B）く（一A＝一B）

　　A＜3は聾λB＝○に等しい。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　》（注3）

　　2．　『Arithmetices　principia，nova　methodo

exposita（1889）」の序文を，少し長いが引用してみよ

う。この申に，ペアノの記号一形式言語に対する思想が

よく表われていると思われる。この論文はラテン語で書

かれたものである、

　　《数学の基礎に関する間題は虫多年取り扱われてい

　るが争まだ満足のいく解決をみていない。その困難さ

　は事日常言語のあいまいさから主として起こる。この

　ため，我々が用いることばを注意深く考察すること

　は。最大の関心事である。私はこのことをなそうと決

　意した。そして茅数諭への応用をもった私の研究の結

　果をこの論文に記してある、
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　　私は，数論の基礎に生起する側念すべてを記けによ

　って表示する。そして，ちょうどそのように，すべて

　の命題もこういった記号で明．1己される。記号は論理か

　数論かにつきものである。ここに出てくる論理記号は

　約10個あるが，すべてを必要とはしない。これらの記

　号やその固有な使い方は，日常言語のはじめの部分に

　よって意味づけられる。私は，ここで，これらの理論

　を十分に示そうというのではない。数論の記号は，そ

　れらが生起するときに説明される。

　　この記法でもって，すべての命題はその形式がわか

　り，代数におけるような正確な扱いをすることができ

　る。そして，そのように表現された命題か．ら他の命題

　が導けるのである，ちょうど代数方程式の解決に似て

　いるやり方によって。このことが，この論文を書くに

　到った主な理由である。

　　論理の記号とともに他の記号を用い一ることによって

　表現される数論言己号は，我々が定義することのできる

　鰯念であるということを明らかに示している。（中略）

　　この論文では，私は他の人達の研究を利用した。1皿

　皿，IVに含まれている論理の記法や命題は，いくつか

　を除いて，とくにブールの成果による。　（’中略）

　　私のこの小冊子は，新しい方法の一つの例であると

　みてほしい。こういった記法によって，多くの命題を

　述べたり証明したりすることができる。しかし，他の

　理論を取り扱うためには，新しい記号を採用すること

　が必要である。しかしながら，どのような科学の命題

　も論理のこれらの記号だけによって表現されうると，

　私は信ずる，ただし，科学の固有性を明記するところ

　の記号が付け加えられる限りにおいて。》

　そして，この序文に引き続いて，記号が一覧に表され

ている。　（第1表）

　ここには，記号＜を発展させたところの命題の問の

関係記号としての記号0，そして新しい記号ε（ペア

ノは，εとつの区別にくりかえし注意をうながしてい

る）とAを導入し，さらにいくつかの表現記号を導入

している。

　ペアノの考えは，論理を分析することは，結局，論理

観念すべてを表示することが可能なところの象徴言己号を

構成することである，ということである。規約性の強い

記号を構成するのではなく，グラフィックで象形文宇的

記号を意図しているのである。それは，論理的観念への

復元の滑らかさを強調することにもなる。

　ペアノにおいて注目しなければならないのは，“ペア

ノの象徴記号は，単なる規約的記号でも，短縮。簡約の

記号でも，また速記的なためのものでもない”というこ

とである。換言すれば，rwords」ではなくrideasを

表示するも’の」であるといえよう。そして，観念とその

SIGNORUM　TABULA

　　　　　　　LOGICAE　SIGNA
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　　　　X
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　VIII　X
　VIII，XI

　VIII，XI

　　　VIII

　　　　X
　　　XI
　　　XII
　　　XVI
　　　　》

　　　　》
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　　　　ARITHMETICAE　SIGNA
Signa1，2，．．．，＝，＞，＜，十，一，×

　　vu1garem　habent　s1gm丘cat1onem
　　Divisionis　signum　est／．

Signum　　　　　’Signicatio　　　　　月昭．

N肌舳θ閉5加蛇gぴクo∫｛¢加雌　　1
R刎4刎．伽ガo伽Z兆クo∫棚η〃5　　12
Qqz〃π扮α5，sive刎4刎κωκα1｛∫
　　　　力05あ｛η〃3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　16
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1M＝刎αエ｛〃2α∫6
卿〃z｛〃｛〃2α56丁柘ブ刎伽郷，ve1〃刎θ33z〃η舳3　15

D∂細〃批　　　　　9
（正θ∫之〃z〃ZガクZθ”9
πθ5之クr｛η〃45α4〃z9

　　SIGNA　COMPOSITA

　＜　〃0〃戚刎加0ブ
＝∪＞θ5工〃卯〃1｛5α砿伽｛0ブ

9D　　∂加｛50r

M13D　刎α”｛刎鮒6如づ50ブ

　　　　　（第1表）

表示記号の間には，対応が保持されるように配慮されて

いることであり，数学命題を簡潔で正確な形に表現する

ことが可能であるとみていることである。

　　3，表現記号にとどまることなく，記号の結語法

（構文法）を導入して，体系化・演算記号化をはかって

いる。

　（1）論理の基本的な観念としては，記号

　　　ε，つ，＝，∩，U，一，A

によって表現されるものを採る。この基本概念というの

は，それ以上単純な観念で表現することのできないもの
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（もちろん記号的にも）であって，したがって争白然言

語で述べられなけれぱならない。それは例を示すことに

よって明確化されなければならないとしている。

　　①α，ろ，…一・・，”，ツ，z：任意の命題

　　②定式する際、カッコまたは点⑤，：、∴タ：：を

　打つことによって部分を示す。

　たとえば，αろ．6，　α。ろo手　α6．66，

　αろ。o∂　：θ。ノk｝よ，

　（肋）0，α（ろ6），（αろX6∂），［（αろX♂）コ［θ（危）コと同値であ

る。

　　③文宇K：rクラス」を意味し，それを象徴する。

　　④αはK（の一つ）であるとする、

　　　πεα：「πはαである」を意味し，それを象徴

する。（注4）

　　⑥ク，qは，変項”，．．．，窓をもつ命題であるとす

る。

　　　クoエ，．．．，茗g：「工，．．．，zが何であってもテそれら

が条件クをみたす限りにおいて，それらは条件qをみ

たす」ことを意味し蓼それを象徴する。なお、記号0

の添宇エ，．．．，岩は，あいまいさの危険がないときに

は要省略してヵ0gと表わす。（注5）

　　⑥〃：「命題ク，qの同時肯定」を表示する式。

　（2）　いくつかの用例

　　・7εNp　　　　　．12εNx4

　　④αεNp．0。（α＿1）！十1εN×α

　　　rαが素数なら，（α一1）！十1はαの倍数であ

　　　　る」（ウイルソン）

　　　　ア）記号つは添宇としてのαを，暗黙のうち

　　　　にもっている。

　　　　イ）3つの部分「前提」，「演輝の記号」茅「帰

　　　　結」のから成り立つもので，全体で意味をも

　　　　つ。

　　リεNp。ろεN。ろ2εN×α．つ。わεN×α

　　　　ア）記号つは，0α，δのことである、

　　　　イ）r前提」は，3つの命題αεNp．ろεN。

　　　　ろ2εN×αの同時肯定である。

　　。αεN：∬εNp．0”．mp（”，α）εNo×2：O。

　　　αεN2

　　　　ア）これは，「前提」が，演輝記号をふくむ例

　　　　である。

　　　　イ）文宇αについての条件を表現している命

　　　　題であって，文宇”についての命題ではな

　　　　い。

　記号0の正しい用法は，上の例でわかるように，変

項の使用と密接につながっている。

　なお争次のようにも述べている。

　　《α×み＝ろ×αという表現は，意味をもたず不

　完全である、そこに使われている文宇α，ろの意味づ

　けをしなければならない。すなわち

　　　αεN。ろεN邑0．ol×み二ろ×α

　という形の全体でもって意味をもつものである。帰結

　にあたる　α×み二ろ×α　だけではいけない。な

　お争α，みは正の整数に限る必要はない。イ了理飢無

　瑚数茅複素数としてもよい。》

　（3）　εとつの関わりについて。

　　　αεK．0：π，ツεα。：曲エ5α、ツεα　［定義コ

によって、ユ：、ツεαといろ記法を導、入する。（エ，ツ，gεα

に．）いても同様）

　さて、α0みを次のように定義する。

　　　α，ろεK。○．・。α0ろ、二：κεα軸0π何工εろ

　すなわち，”εα。OJ岨”εみにおいて，記号0の添

宇”はこの命題においてまぎらわしさがないので，工

を省略して争αとみの間の関係をα0みと表示するの

である。

　記号0が、命題の間に使われているときは‘‘導く（演

緯する）”

　記号0が，クラスの間に使われているときは“一…

・に含まれる”

　次に，

　加が変項をもつ命題であるなら，r条件加をみた

すエのクラス」を跳加で表示する。

　いまα：面加とおけば，αはクラスであって，命

題加はπ6αと同値である。すなわち，

　　　∬εα一加

　　　したがって”ε（”εα）＝α

したがってまた、αεKむつ、エε（∬εα）二α

　エεの上につけられた一は套ちょうど関数におい

て争逆関数を考えるのと同じ役目をはたしている。、

　さて争α∩み（または簡単に肋）によって「αと5

の同時実在のクラス」を表示するものとすれば，記号∩

は結合詞「そして」にあたるものであるが，次のように

定義する。

　　　α，ろεK。つ。αみ二”ε（エεσ。エεろ）　⊂定義コ

いいかえれば，

　　　α，わεK岬0：工εαろ田＝。工εα。”εろ

　これは虫クラスの“論理積”が，命題の“同時肯定’’

によって定義されるところに特色がある。

　なお，εと0の関わりについては，εは目的語を伴

わないものであるのに対して，0は目的語を伴うもので

ある、という見方もできる。

　（4）記号Aについて。（注6）

　　　αεK。つ．’．α＝A面：：あεK，0δ。αつみ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［定義コ

によって，α＝Aが定められる。

　注目に値するのは，この定義のしかたそのものはいう

までもないが，記法的にもr＝A」でままとまった単
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20 数学教育における記号表現の問題（■）

一記号と考えられることである。

　また，記号Vを導入して

　　　αεK埋0．’．α＝V。＝：ろεK邊0δ蟷み0α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　［定義コ

　（5）0Uみは「αと5をふくむ最小のクラス」

を表示する式とし，それは「または」に対応するもので

あるが，次のように定義する。

　　　α，みεK．0曲α∪ろ；鵬（6εK。αつo。ろつo。

っ。。ユε6）　　　　　　　　　　　　　　　〔定義コ

　この定義でもわかるように手α∪わはα∩ろにくら

べて里論理的にむずかしいものである。

　（6）αがクラスであるξき。～αを次のように定義

する。

　　　oεK．0～α＝∬ε（あεK邊α∪み＝V凸Olむ。

　　　工εろ）

　否定が，UとVによって表現されているところに

特色があるが、否定概念は意外と複雑な扱いになる。

　以上でわかるように、記号0と∩は命題またはク

ラスの間に使われている。記号＝，A，∪，～は，ク

ラスに対して定義され　そして命題に対しても及ほして

いく。．たとえば事

　　　αεK。つ1～（工εα）。＝画工ε～α

は。クラスの否定によって命題の否定を表わしているの

である。

　（7）な松ペアノはカッコをやめるために、次のよう

な記法を導入している。

　　　αξK．0：エ～εα。＝。～（”εα）　［定義］

　　　　　　　エ～＝ツ、二、～（κ＝ツ）　［定義コ

など。

　この記法によって，命題α～＝Aを考えれば，これ

は明らかにrg1iαesistono」を意味する。ところでこ

の関係は。しばしば使用されるので，　r～＝A」の代

りに一つの記号によって示すのが有用である。ここに記

号砥が出現し（1897年）

　　　αεK。つ二唖α。二。α～＝A　　　　［定義コ

として使われるようになった。記号匝は，ことば

eSiSt㎝Oの頭文字からのものである。

　ペアノの記号一形式言語は争以上述べてきたように，

ことばの頭文字からの象徴化であって争論理における固

有性と誠別性を高めようとしている配慮がみられる。す

なわち，白然言語（白国語）からの記号化の場合は，は

っきりとわかる程度の進んだ記号化が，通常言語でない

言語からの記号化の場合は，比較的ゆるやかであって，

このことは，対象言語とメタ言語の区別への意識化につ

ながるものである、

n亙．論理記号の変容と定着

　　1一われわれが記号の特性を知ろうとするとき，記

号のもつ象徴性一規約性争識別性，固有性，情報性（伝

達性）、思考性，あるいは発展性などなど虫形態⑭機能

1使いやすさなどを判断する。

　論理記号は勇ペアノ以後の人達に，どのように浸透し

ていったのだろうか。

　すでに述べたように，論理記号は玉現在，統一的な使

われ方をしていない。それはなぜだろうか。それは学派

などという影響もあるだろうが、論理記号がまだ胴人的

なものとしても機能しうる，ということである。いいか

えれば，多くの人達に使用されるということは、その記

号がそれだけ威力を増し影響力が大きくなるし，また，

それなりの“記号的よさ’’を具えていたということにも

なる。論理言自号が、どういう人に，どのように浸透して

いったかを知る一変容と定着の度合を知ることによっ

て，記号の特性を把えてみよう。

　まず，どういう人が，どのような論理記号を使ってい

るかを調べてみる。　（第2表）

　この表は、むろん撃すべてを尽したものではない。手

元にある第一次資料（原著）の範囲での調査である。た

だ全体的な傾向，一つの流れというものが察せられよう。

　大まかにいえば、ペアノーラッセル系王ヒルベルト系

（1949年頃まで），ウカシェヴィッッ系，さらにハィテ

ィングやゲンツェンにも後世への影響の大きい創作があ

るから，彼らも系統として独立させることも考えられ

る。最近では1ヘルメス（Hermes，旺）やフロイデン

タール（Freudentha1，H）に争全称記号副存在記号に

特徴をみせている。（注7）

　　2．少しくわしく調べてみよう。

　　　（1）《記法に関しては衷可能なかぎりペアノに従

　うことにし争必要に応じて，彼の記法に補足してフレ

　ーゲやシュレーダーの記法にも従った、しかしなが

　ら、表記の多くは新しくあらねばならなかった。それ

　は穿他人の記号に依ったために不満足なものになって

　はいけないからであるが、一方まだ記号化されていな

　い新しい考えを扱うのもいけないものである。…・

　・・》（7）これは争ホワイトヘッドーラッセルの立場であ

　る。

　　　（2）　ハイティングは、はじめて，否定記号に記

号rを用いたが争これに関して次のように述べている。

　　《通常，記号～は論理の否定に多く使われているだ

　けでなく争多くの意味で用いられている。そこで，私

　は否定については新しい記号を選ぶ。》（8）

　　　（3）全称記号∀をはじめて採用し算7，＆，

Vク⊃享⊃⊂チ▽，亘用いることにしたゲンツェンは，
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次のように述べている。

　　《V王⊃，亘はラッセルに負う。しかし，ラッセル

　の記号・，圭，～，（）は，数車において他のな味に

　用いられている。そこで，ヒルベルトの＆を採った

　が，一方ヒルベルトの記号～（同他），（），一もま

　た，すでに他の意味をもつ。ヒルベルトの否定記号一

　は，式表現の線形構図からは変則であって，いやなも

　のである。そこで，同値と否定の記けに閑してはハイ

　ティングのものを使った。そして，全称記けのVは

　亘に対応させられるものである。》（9）

　彼のことばによれば，否定．記けはハイティンゲのもの

を使ったことになるが，印刷されたテキスト（1935年の

ものなど）には．1口けフが使われている。しかし1938｛ド

の小1冊了（1Φでは，記けrが使われている。記けてと

rは，印刷ヒだけの問魍と考えてよいと思われる。

　　　（4）ヒルベルトーアッケルマンの共冷rGrund－

z09e　der　theoretischen　Logik』は，、諭理学のヒルベ

ルト学派の卿点に位服するもので，われわれにとっても

“llT典’’といえるものである。初版（1928）に対して，

第2版（1938）では，とくに述、沽．諭川の郁分がかなり川

箏改．1rされ，旦雌恥5版（1967）まで版を而ねている。

王兄行版のものは，初則版に対して，すっかり捌川気の変

わった，いわば“現代化”されてしまったとでもいえる

ものである。　（私には，初〃」版のほうが，素朴で教育的

であると忠える。）注忠しなければならないのは，初版

ではヒルベルトn身が「はしがき」を．一Fいているが，第

2版以降はアッケルマンの衿糸による「はしがき」にな

っていることである。

　さて，そのア・ソケルマンの『第4版へのはしがき

（1958）Jでは，次のように述べられている。それはひじ

ょうに興味深い内容である。

　　《『1版の読竹達は，恐らく，　十分な満足を～ないの

　ではないかと思う。それは，私が命題の結合記号と限

　定記号を改めたからである。従来から使用しているヒ

　ルベルト流の記号がいろいろな不便をもたらしてきた

　ので，私は十分熟慮の上，決心したのである。命題の

　同等（G1eichwertigkeit）を示す記号～は，イギリ

　ス。ア．メリカの大多数の著作においては，否定の記号

　として使用されている。否定の一は実際的かつ教育

　的である。しかし，もし長い式で幾重も上に塗り重ね

　る場合には印刷上（typog工aphische）面倒を生ずる

　かも知れない。ホワイトヘッドとラッセルによって導

　入された全称記号（”）は述語の論理を表象している

　し，また同様に，述語の適合さとしての（趾）は先

　の存在（“E”auf先）と把握されうるものである。し

　かしながら’，初めに使っていた記号・，＆、～，

　（”），（砒）を，7，〈，糾，伽，砒に換えること

　にする。7は一とちがって，命題を否定するためにそ

　の命題の左側におく。Vと→については，もとのま

　まである。私は私を記号に適合させた。》（川

として，数理諭理学のドイツでの出版が，この記号に改

められていく，・と述べている。

　このことは，情報伝達を滑らかにする・確かなものに

するための記号の一義性も，その後の多くの人達によっ

て用いられるという多数性の威力に従属させられた一つ

の例である。

　　3．いくつかの私諭を付け加える。

　　　（1）否定記号について。

　ブールに負う。一声に対して，～ク，rク，声は，諭

岬学における固了丁竹1、識別性がある。次に，一ク，～

ク，rクに対してはrnotプ」，rnicht一ク」，rnonプ」など

という読みフ了がなされているが，この読み方（語順）

と，、氾法一ク，～ク，rクとは滑らかな対応がある。

　ところで，ヒルベルトは，7を「少一nicht」と読ませ

ている（切のが興味深い。

　単一命題でなく，結合された命魑に対する部分的また

は全体的な否定を作用させる場合，ヒルベルト式否定記

けは，直按的であって，収］瞭でしくじりのない理解が得

られるもので，雌かに“教育的”で“実際的”な記法とい

えよう。ただ，幾亜にも＾’がπなるような場合すなわ

ち否定作川が多い場合は，やはり間題があろう。もっと

も，この場合は，rク型についてもいえることであるが。

　　　（2）選言記号について。

　記廿〉の定祈は，早くからなされている。「または」

を恋味するラテン語は二つある。一つはautであり，

他の一つはve1である。前者は排他的（非包含的）な

「または」であり，後者は排他的でない包含的な「ま

たは」である。ラ・ソセルは，この内容を明確にして，

ve1に負う記け〉を利用したと考えられる。

　　　（3）連言記号について。

　かq（またはクq），ク＆qについては明らかである。

　ハイティングの記号〈は，ペアノの記号がちょうど対

比的に∪と∩になっているように，　「または」の記

号〉を天地逆さにしたところの規約的な記号であると

考えられる。

　　　（4）存在記号について。

　ペアノの記号唖については，すでに述べた。

　ヒルベルトは記号（E㏄）を用いているが，これはrEs

gibt　einκvon．．．．」の表象である。なぜなら，この

記号（E先）は1923年頃から使われている⑱が，‘‘Sein－

zeichen”という言い方はあるが，“Existenz”というこ

とばはみられないからである。

　　　（5）全称記号について。

　ゲンツェンの記号Vについては，すでに述べた。
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　ラッセルの記号（筑）については，彼は

（北）。φ犯　rA11Ya1ues　of　the　funct1onφエare　true」

　　　　rA11propositions　of　the　formφ”are　true」

　　　　「φ”a1ways」を意味する

と述べている。記号（北）は，英語語法から，述語論理で

あることの強調記号，「すべてについて」「つねに」の

強調記号と考えられる。

　最近，（趾），（V北）の意味で，記号V呪，〈κも目立

つo

　　《記号くは，〈の大きい形のものであって争〈で

　結合された命題を一般化して，全称記号からはじまる

　一つの命題にするものである。

　　記号Vは，vの大きい形のものであって，〉で結

　合された命題を一般化したところの至存在記号からは

　じまる一つの命題にするものであると解釈できる。》㈹

　したがって，この記号V北，〈北は，ハ，∬父と思想

的に同じ系列のものであると考えられ右。

　　　（6）含意記号について。

　ラッセルの記号⊃は，ペアノの記号つと本質的に

同じものであるが，さらに記号化したとも，書きやすく

したともいえるものである。（注8）

　ヒルベルトの記号→は、思考性のあるよい記号とみら

れるが。その由縁については，今のところ知らな1、・。

　なお，結語法観点からは，ウカシェヴィッツのポーラ

ンド記法は独特な立場にある。それは演算的・思考的な

記法である。数学で、「エとツは，Rという関係にあ

る」という関係・関数を表示するとき，「エRツ」とか

「Rエッ（またはR（”，ツ））」という式表現がしばしば用

いられる。ク〈g，ク〉g，ク→gなどを，エRツに対応

させれば，K勿，ψ9，C勿は，R〃に対応する表示法

である。

　　皿V．教授場面における一・二の問題

　　i．アリストテレスは里三段論法の作者として，よ

く知られている。哲学者は，アリストテレスのこの論法

に関心を寄せ，論理学の全体が三段論法理論にヰって包

含されるのではないか，とまで考えられたものである。

カントでさえ，この気持をもっていたといわれている。

　ブール，ペアノ，ヒルベルトらによって開花した現代

論理学に到るまでには，多くの日時と多くの人達が介在

していた。それがあったからこそ，数理論理学が結実し

たのでもある。ただその研究対象が，アリストテレスの

論理問題に限られていたようである。そこで追求され

た事いわゆる‘‘A”，“E”，“I”，“O’’や三段論法は，

今日的文場では，論理学の一部分になってしまってはい

るが、さて茅ペアノ（1908）によれぼ，三段論法は次の

ようである。

　　（I）　α，みεC1s。工εα。α0ろ。つ由工εろ

　　　　α，みう6　εC1s。α0ろ。み06刮0。α06

　　　　　《S1α，み，6md1ca　tres　c1asse，et　s1omn1

　　　　　αeSみ，et　S10mn1ろeS0，tunC　Ommα

　　　　　・・？》（注9）

　ところで争多くの場合，

　　（皿）すべての∬はPである。

　　　　　すべての8は”である。

　　　　したがって，すべての3はPである。

の形を示して，これがアリストテレスの三段論法であ

るタと説明されることがしぱしばある。

　確かに争この型（u）は、伝統的な論理学において定式

化されているものである。しかし，本来のアリストテレ

スの三段論法ではない。ウカシェヴィ・ゾソも，このこと

を指摘している。（坤

　「………ならば事………である。」という表現（I）と，

「・……・・。したがって一∵…である。」という表現（1I）

の間のちがいは何だろうか。

　まず，前者はラ条件文で争しかも全体でもって一つの

文である。

　それに対して後者は、三つの文から成り立っており争

「したがって」は二つの前提から結論を引き出すために

用いられるものである。すなわち、推論の型である。

　このことを，具体的な命題で考えてみる。

　　⑳すべての（人間）は（死すべきもの）である。

　　　すべての（アリストテレス）は（人間）である。

したがって争すべての（アリストテレス）は（死

　すべきもの）である。

⑧すべての（人間）は（植物）である。

すべての（アリストテレス）は（人間）である。

したがって，すべての（アリストテレス）は（植

　物）である。

⑱すべての（人問）は（檀物）である。

すべての（桜）は（人問）である。

　　したがって，すべての（桜）は（檀物）である。

これらの妥当性は，どうだろうか二。

上の例を，（I）型で表現してみる。

　。　もし、すべての（人問）が（死すべきもの）で

　　そしてすべての（アリストテレス）が（人間）で

　　あるなら，すべての（アリストテレス）は（死す

　　べきもの）である。

　曲　もし茅すべての（人間）が（植物）でそして

　　すべての（アリストテレス）が（人間）であるな

　　ら，すべての（アリストテレス）は（植物）であ
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　　　る。

　　　　もし，すべての（刈凸j）が（帥物）でそして

　　すべての（桜）が（人問）であ去なら，すべての

　　　（桜）は（植物）である。

　いずれも，おかしくはない。

　さて，（I）型，（1皿）型とも，文字は名辞であるが事こ

れを命題におきかえて、（I），（1皿）の関わりをさらに調

べてみよう。

　　（1皿）／　　クならg　　　　　クー＞g　　　（注10）

　　　　　　ク　　　　　　　ク

　　　　　したがって，g　　　　9

　これは，“Modus　ponens’’といわれる推論形式であ

るが，これを（I）型にしてみると，

　（I）！もし（（もしクならg）そしてク）なら争g

　　　　〔（（声→q）〈ク）一→qコ

ク 9 クー》q （ク→9）〈ク
i（（クー・）・カ）→・

Y Y Y 。1 Y
Y 人 人 人 Y
人 Y Y 人 Y
人 人 Y 人1　Y1

（（ク‘〉9）〈カ）→q

　　　　　　　　　（第3表）

　すなわち，（I）は，ク，qが真偽いずれであっても，

慣に真（トートロジー）である。

　一瓜（I）／は，二つの前提クとク→gからgを

導くものであって，クとク→gとがともに真であると

き，qも真であると結論できるものである。

　　2．午お，上述のことに関連して，含意命題「ク→

q」を理解させる（正しくは，定義を納得させる）のは予

他の命題rク，ク〈qなどよりもむずかしいと1、・われ

孔すなわち，心理的抵抗である。それは，ク，9の真偽

に従って，（ク，9）＝（Y，Y），（Y，人），（人，Y＝）主（人芽

人）を考え。それに応じて「力→g」の真偽を対応させ

るという教授法をとるとき，（人，Y）卑（人，人）に対し

て抵抗があるのである。

　構成的には，（Y，Y），（Y，人）、（ノ人、，Y）、（人サ人）

と（Y，人，Y，Y）との対でもって争「声→q」を定め

る。

　さて，「ク→g」が虹屯至のは，クが真でqが偽の

場合であることは日常的にも明瞭である。そこで（Y，

人）を除外する。すなわち，残りの可能性に対しては

「ク→g」は偽でないのである。すなわち，可能性のう

ちの（人，Y），（人，人）を排除する論理的理由はない。

また身“偽ではない’’のだから，それは真であるとせざ
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るる得ない。

　したがって争撞坐吏主之変てゑゑと争次のようにな

る。

ぺ・ クー＞q

Y
Y
人
人

Y
人
Y
人

Y
人
Y
Y

（第4表）

という，よく知られた真理表が作られる。

　そして争逆に重これでもって定義とすることができる

のである。

　そこには，積極的否定とか茅消極的採用とかの精神が

隠されてしまっているのである。構成的観点では，むし

ろこういった認識は閉じ込められ，第一義ではなくなっ

ているのである。

　囚みに安1■ク→q」についてのヒルベルトの定義は，

μ偽芋争でもってなされている㈹がそれは、この心理性の

排除を示しているといえよう。

　　3．　さらにまた，上述一1．に関連して，われわれ

が論理を思考対象とするとき，留意しなければならない

ことの一つに，「対象言語」とr観察者の言語」の区別

がある。「クかつq」争「クまたはq」「クなら，g」等々の

表現を用いてきたが虫それは読み方中心の表示であっ

てサ実は，中途半端な表現であると言わざるを得ない、

　大まかに言えば，命題を者えるとき，それを一般に

ク，gと文宇で置き換えれぱ主それは記号論理学では対

象言語レベルである、それに対して，たとえぱ命題「ヵ

〈σ」を考えるというのは穿rかつ』という概念を思考

対象にしていることで，

　したがって記号論理学ではタ「かつ」という日本語はメ

タ言語レベルである。したがって争『クかつqJという

表現は，観察者の言語と対象言語が結合されているとこ

ろのおかしな表現であるということになる。

　ただ。読みことぱ「クかつq」，「クまたはq」などの

ほうが理解されやすいので争教育的配慮による“かりそ

めの表現洲である里のなら問題点は一応薄くなろう。

　な松わが国高校の学習指導要領では争論理記号を用

いないことになっているから勇上述の間題点はさておく

として争検定教科書に一つの興味あるしかし気になる傾

向がみられる。すなわち争否定命塵穿含意命題，同値で

は論理記号を用いて久～ク，万），～力（∬）；ク→q，ク⇒

・，伽）→・（エ）；〆〃⇔〃仏ク（加∂（ヂ）な
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どと表現されているのに対して，つぎでは論理記号（対

象…1語）がみられず

クかつq，ヵ（”）かつq（”），クまたは

g，ヵ（”）またはg（土）

である。

　　　　　　　　　　　注

（注1）（〉α）は「αより大きい数のクラス」，（＜α）

は「αより小さい数のクラス」を意味する。

（注2）これは空集合につながる。集合論初期の

Zerme1o，E（1908）やFraenke1，A（1925）は空

集合をOで示している。新しいところでFreudent－

ha1，H．（1973）は

　　《A＝○←→〈㏄r（”∈A），

　　　A≠U←→V北r（”∈A）》

という使い方をしている。空集合を表示するのに、

0，O，○，σなどみられるが、わが国でよくみうけ

られるφ（ファイ）は，私が調べた範閉（外国文献）

内では，みあたらなかった。

（注3）Lambert，J　H　（1782）はタA＜B　rsome

λ’is　B」，λ＞B：ra11A　is　B」という使い方を、す

でにしている，としている。（F．Cajori）

（注4）i）εは“στ6の頭文宇である。（1890年田1891

年，1908年などの論文）

ii）εはラテン語の「eSt」から得られる観念を表現す

るもの（”εα：”est　quoddamα）であるが，言語

文法上の法・時制。人称などからの拙象がなされたも

のである。（Peano，G　Stud11d11og1ca　matema－

tica（1897））

（注5）1）記号0は，ことぱcont1entの頭文字を逆

にしたもので，「きcOntenuto」を意味する。（Peano，

G　『Math　Ann　Bd　37（1890）』）

ii）命題あが命題αの帰結であることを示すのに，

ことぱcOnseguenzaの頭文字を用いて「ろCα」（ろき

consegu㎝za　d1α）としてみよう。さて争Cを逆に

して、そしてα，みの位置をとりかえて「σOろ」とし

ても虫ちょうど不等号記号＞と＜の使い方と同じ

で争意味を変えることなく十分に役に立たせうるもの

である。「α0ろ」はタ言い方が「αはろを演澤する」

と云いかえられる。演緯の記号として勇記号0を用

いる。（Peano．：Principii　di1ogica　matematica

（1891））

iii）記号○，Cは争すでにGergonne，ガD．（1816）

にみられる（Peano，G　F01mu1ar1o　mathemat1co
（1908））

（注6）記号Aは単語vraiの頭文字を逆にしたもの

で命題を表示するがタクラスを取り扱うことによって

　「nu11aまたはassurdo」を意味する。（Peano，

G．：『lMlath．Ann．Bd，37』）

（注7）わが国の『数学辞典』　（日本数学会）では，

H11bert－Ackermam（3）に依っているとみられる。

（注8）rFormu1ar五〇mathematico（1908）』（Pea－

no，G・）は争次のような記号で書かれている。新しく

作られた，活宇になった記号である。

　α声εC且s二）∴α二》わ固二：”εα。二）”。泌εゐ

（注9）アリストテレスは次のように述べててる，とペ

アノはしている。

　逐蛾曲五顯抽郷阿もξ醐む遍、蜘注命

　3郷δ湖伽がη釦伽ητ〕
　鮒虚鯛喰理・σr鮒ηγ・g棚側．漆

（注10）ゲンツェンは次のような形で表現している。

　　　声　ク→q

　　　　　q

　（Gentzen，G．：Untersuchungen｛iber　das　1ogis＿

　che　Sch11eβen　I（Mathemat1sche　Ze1tschr1ft，

　Bd．39手1936））
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Abstracted 

In this paper, I investigate the sources and the developments on the "Logical Symbols", through 

adaptatlons of logrcal thoughts, within our school mathematics 

GiuseppA- Peano, a mathematician in Italy, carried out an important part in symbolism of 

10grc, because logical symbols we use generally are led by him. His ideas was expressed by 

uses of 8, O, =, n, ~;, -, A. as the primitive ideas. (Still, he introduced the existence-quantifier 

~!:a in 1897.) 

His symbolism-formal language does not sv. mbolize a contraction, an abbreviation, and a sub-

stance m short hand That rs rt does not mean "words" but "expressions of ideas" 

B. Russell has developed the ideas and the symbols of Peano. The other side, D. Hilbert 

adopted his own symbols which he formulated and systematized logical ideas from a mathematical 

standpomt. For instance, he deviced ~ in place of the negation -p, p & q in place of the 

conJunctlon p . q, p ~ q m place of the implication p l) q, p - q (~~, <->) in place of the equiva-

lence (logrcal connectrve) p = q, and (Ex) in splace of (~x) etc. His symbol (Ex) represent "Es 

gibt ein x von . . . . . . . ,, 

Further, A. Heyting (and G. Gentzen) adopted ~ p as the negation, G. Ge'ntzen adopted (Vx) 

as the all-quantifier, and Skolem, Hermes, and Freudenthal use Ax, Vx, the recent symbols, as 

the quantifiers 


