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　　　　　　　　　（Recelved　Septenエber4．1982）

　　Invar1antformsofL1etr1p1ea1gebrashavebeenmtrod－uced－m［3］asgenera11zat1onsofthose

of　L1e　a1gebras　and　L1e　tr1p1e　systems　In　th1s　paper，the　meamng　ofthe　de五皿1t1on（（21）and

（22））ofmvar1antfoms1sc1ar岨ed杜omav1ewpomtof1nvar1anceunder釦domorph1s㎜softhe
Lie　trip1e　a1gebra（Proposition3）．The　main　theorem　shows　that　there　exists　a　o鵬一to－one

correspondence　between　the　set　of　al11nvar1ant　forms　of　a　L1e　tr1p1e　a1gebra　g　and．the　set　of

1nvar1antforms　of1tsstandard　enve1opmgL1ea1gebra泌＝g㊥D（g，g）sat1sfy1㎎the　orthogona1

cond1t1on9⊥五）（9，9）

　　　§L　　Lie釦geb亙盈ge囲e亙ate唖by亙1（9）観㎜姐亙型（9，9；）

　　　Let　g　be　an〃一d1m．ens1ona1L1e　tr1p1e　a1gebra　o▽er　a　ie1d－F　of　character1st1c　zero

（ci［2］，［3］，［4］，［8］）．　For　X，兄Z　in　g　denote　by　L（X）：γ←＞Xγandの（X，y）：Z←＞

1）（X，y）Z　the1e丹皿u1t1p1icat1on　of　the　ant1－com＝mutat1ve　a1gebra　and　the　mner　der1－

vat1on　of　the　tr111near　operat1on　of　g，respect1▽e1y　　These　end－omorph1sms　sat1sfy　the

fo11owing　axioms；（i）　1）（X，X）＝0，（ii）　6｛（Xy）Z＋D（X，γ）Z｝＝O，（iii）　61）（X瓦Z）

0，（iv）　［1）（X，y），L（Z）］；L（1）（X，γ）Z）and（Y）　［1）（X，γ），D（Z，豚）］＝1）（1）（X，γ）Z，

豚）十1）（Z，1）（X，γ）W）．Here，6d－enotes　the　cyc1ic　sum　with　respect　to　X，γand　Z．

Let　K（X，γ）be　the　end－om－orph1sm　of　g　g1ven　by　K（X，γ）Z＝1）（X，Z）γ＿1）（兄Z）X

Then　the　axiom（ii）is　written　as　fo11ows：

（1．1）　　　　　1二（Xγ）一［1二（X二），1二（y）］十1）（X，y）一1（（X，YP）＝0，　for　　X，γ∈g．

The　ax1om（v）1血p11es　that　the1mear　subspace1）（9，9）of　End（9）spanned　by　a111nner

der1Yat1ons｛1）（X，γ）l　X，γ∈g｝1s　a　L1e　suba1gebra　of　End．（g）　Let　L（g；）denote　the

L1e　suba1gebra　of　End（g）generated　by　a111e免mu1t1p11cat1ons｛工（X）l　X∈g｝，and1et

λ（g）be　the　I1near　subspace　of　End（g）spanned　by　L（g）and1）（g，g）

　　　PR0PosITI0N1　　（1）λ（9）＝L（9）十1）（9，9）咽o　L一θsωわolgε加αρ1End（9），αηd　L（9）

姑α〃〃ωz　qグλ（9）．

　　　（2）加θ〃・㎜・γ淋榊K（X，y岬・η州・λ（9）伽耳，y∈g．

　　　PR00F．The　axiom（iv）imp1ies［D（g，g），L（g）］⊂L（g），which　shows（1）。（2）

1s　an1mmed1ate　consequence　of（11）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　e．d

　　　Set　K＊（X）γ：1）（X，γ）X　for　X，ym　g　　The　endomorph1sm　K＊（X）1s　quadrat1c1n
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X　and　sat1s丘es　the　fo11ow1ng，

（1．2）　　　　　21）（X，y）Z＝K（X，γ）Z＋K＊（X＋γ）Z－K＊（X）Z－K＊（y）Z．

　　PR0PosITI0N2　　λ醐わδ1フαcθり13αη〃θαZ　gグ9ヴoη∂oη1γゲー〔∫11ωαηo耐〃〃∂卯

λ（g）＝L（g）十D（g，g）α〃K＊（g）：｛K＊（X）lX∈g｝．

　　PR00F　　The　subspaceり1s，by　dein1t1on，an1dea1of　g；1f　g㊤⊂りand　D（9；，り）9⊂り

Ifり1s　an1dea1，then　the　ax1om（11）mp11es1）（g，g）り⊂り　Henceり1s1nvanant　und－er

L（X），1）（X，γ）and　K＊（X）for　any　X，y　in　g．Converse1y，if　a　subspaceりisλ（g）一

m▽ar1ant，then1t1s1nvanant　under　L（X），that1s，φ⊂り　0n　account　ofPropos1t1on1，

り1sa1s01n▽ar1antbyK（X，y）　Moreover，1fり1s1n▽ar1antbyK＊（g），then（12）mp11es

21）（X，功）γ＝K（X，γ）り十K＊（X＋γ）り＿K＊（X）り＿K＊（y）り⊂り　for　X，y　in　g．　Thusり

satisies　gり⊂りand1）（g，り）g⊂り．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．

　　　§2．I醐曲就茄⑪r㎜S⑪fg

　　An1舳α〃o耐力r榊of　g1s　a　sym㎜etr1c　b11mear　formわg×g→F　on　g　sat1s取mg

（2．1）　　　　　　　　わ（XK　Z）十わ（X　XZ）＝0，　and

（2．2）　　　　　　　　　わ（1）（X，γ）Z，豚）＿わ（1）（Z，〃）X，γ）＝0　（c£［3］）．

Th1s1s　a　genera11zed　concept　ofmvar1antfor皿s　ofL1e　a1gebras　and－ofL1e　tr1p1e　systems

（c£［7］）．

　　PR0PosITI0N3　　λ∫γ榊閉θかκわ1Z閉ωγ∫o〃ηみoηg一∫α〃一ηoαηo〃プbr榊ぴ01〃

oη1γぴ伽∫o〃ow物（1）伽∂（2）〃θ∫oな械〃．

　　（1）い∫λ（9）一肋oo肋耐，1．θ．，b（TX，γ）十わ（X，∬）＝O伽丁∈λ（9）o〃X，γ∈g．

　　（2）　わ沁K＊（g；）一3γ榊㎜θ炉た，ゴ．θ．，わ（K＊（X）X　Z）＿わ（γK＊（X）Z）＝O∫oγX，X　Z∈g．

　　PR00F．Suppose　thatわis　an　in▽ariant　form　of　g．Thenわis　L（g）一invariant　by

（21）　Rep1acmg　W＝Z1n（22）we　getわ（1）（X，γ）Z，Z）＝O，wh1ch　Imp11esわ（1）（X，γ）Z，

W）十わ（Z，1）（X，y）〃）＝O．Henceわis　invariant　byλ（g）＝工（g）十1）（g，g）．　O皿the

other　hand，we　getわ（1）（X，γ）X，W）一わ（1）（X，W）X，γ）＝O　by　puttmg　X＝Z　m（22），

that1s，わ1s　K＊（g）一symmetr1c　Converse1y，1eけbe　a　sy㎜metr1c　b111near　for1皿w趾ch

1sλ（g）一mvar1ant　and　K＊（g）一sy血．＝metr1c　　Then，（21）1s　c1ear，and　s1nce　b1s　mvanant

by　K（X，y），we　get

（2．3）　わ（1）（X，Z）兄W）一わ（1）（瓦Z）X，π）十わ（Z，1）（X，豚）γ）一b（Z，1）（y；〃）X）＝O．

Since　b　is　K＊（X）・sym皿etric，we　have

（2．3）　わ（1）（X，Z）瓦W）十わ（1）（y；Z）X，W）＿わ（Z，1）（X，W）γ）＿わ（Z，1）（兄〃）X）：O．

From（2．3）and（24）we　obtam（22）　Therefore，わ1s　an蛆var1ant　for二m　of　g

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q．e．d．
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PROPOsmON 4. (.Cf. Prop. 3 in [3]) Let b be an invariantform of g. F07 any 

ideal b of g, bi = {X e g I b(X, b)=0} is an ideal of g. 

PROOF. Since b is A(g)-invariant and K*(g)-symmetric by Proposition 3, and since 

any ideal ~ is invariant under A(g) and K*(g) by Proposition 2, it is easy to see that 

bi is also invariant under A(g) and K*(g). q. e. d. 

Let g(1)=gg+D(g, g)g be a subspace of g spanned by gg and D(g, g)g. For an 

invariant form b of g, denote by Rb the orthogonal complement (g(1))i of g(1) with 

respect to b. 

PROPOSITION 5. Let b be an invariantform of g 

(1) Rb is an, ideal ofg. 

(2) The center 3 of g is contained in Rb, whel'e s= {X e g I Xg= {O} and D(g, X)g= 

{O}} (cf. [3]), 

(3) If b is nodegenerate, then 5=Rb' 

PRooF. (1) Since g(1) is an ideal of g (cf. [2]), Rb is also an ideal by Proposition 4 

above. 

(2) If X e 3, then L(g)X =0, K(g, g)X=0 and K*(g)X=0. Since b is A(g)-
invanant and K*(.g)-symmetric by Proposition 3, we get b(.X, L(g)g) = O, b(X, K(g, g)g) 

=0 and b(X, K*(g)g)=0. (.1.1) and (.1.2) imply g(i)=L(g)g+K(g, g)g+K*(.g) g, 
and X e (g(1))i =Rb is shown. 

(3) Suppose that Xo is an element of Rb. Then Xog=0 is obtained from O = 

b(Xo, gg) b(Xog, g). On the other hand, b(D(g, g)Xo, g) = b(Xo. D(g, g)g) =0 

implies D(g, g)Xo = O. Thus A(g)Xo = O holds, and especially K(Y, Z)Xo = O holds for 

any Y, Z in g. The relations b(Xo, K*(Y)g)=b(Xo' D(Y, g)Y) c b(Xo, g(1))={O} 

and b(Xo, K*(.Y)g) = b(X*(Y)Xo, g) imply K*(Y)Xo =0. From K(Y, Z)Xo = O and 

K*(Y)X0=0 we get D(g, Xo). g = . O Therefore, Xo must belong to 3, and we obtain 

3 =Rb from (2). q. e. d. 
S 3･ Associated invariant forms of the standard envelopimg Lie aigebra 

Let ~~ = g~)D(g, g) be the standard enveloping Lie algebra of the Lie triple algebra 

g. We consider now invariant forms of the Lie algebra q~r whose restrictions on g 

are invariant forms of g 

THEOREM. Let a be an inval'iantform of the standard enveloping Lie algebra 

~1 of a Lie triple algebra g. If a satisfies a(g, D(g, g))=0, th,en the restriction b= 

a lg*g is an in.variantfol'rn ofg. Conversely, if b is an invariantform of g, then th,ere 

exists a un.ique invaria,nt fol'm a of t/1e Lie algebra ~1 such. that a(g, D(g, g))=0 and 

b=al g*g. 
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　　　PR00F　Assume　thatαヱs　an　mvar1ant　form　of班sat1sfy1ng　o（g，1）（g，g））＝O，and

1etわ＝o　ig．g　The　formu1asα（［X，γ］，Z）十〇（X［X，Z］）＝O　andα（［1）（X，y），Z］，豚）

十〇（Z，［1）（X，y），π］）＝O　for　X，瓦Z，W　m　g1mp1y　thatわ1sλ（g）一1nvar1ant　A1so，

we　get　o（［［瓦X］，X］，Z］十〇（瓦［［X，Z］，X］）＝O，wh1ch　shows　that　b　1s　K＊（g）一

sy：mコmetr1c　Thus，fro血Propos1t1on31t　fo11ows　thatわ＝引g．g1s　an1nvar1ant　for二m

Ofg．

　　　Con▽erse1y，supposethatわ1sanmvar1antfor血ofg　Ab11mearformα班×班→
亙can　be　deined　in　the　fo11owing　way二〇（X，γ）＝b（X，Y），α（X，1）（瓦Z））＝α（1）（Y；Z），

X）＝O　and　α（1）（σ，γ），1）（X，y））：わ（1）（σ，γ）X，γ）　for　X，瓦Z，σ，γin　g；．　This

b11mear　form01s　sy血metr1c　In　fact，s1nceわ1s　mvanant，わ（1）（X，γ）Z，W）一わ（D（Z，

豚）X，Y）＝O　ho1ds，so　thatα（1）（Z，W），D（X，γ））＝o（1）（X，y）、D（ZカW））　遇y　dein1－

t1on、α（g，1）（g，g）＝O　To　prove　that01s　an　mvar1ant　for二m　of班1t1s　su箇c1ent　to　show

the　fo11ow1ng　（1）＿（5）　（1）　o（［X，y］，Z）十〇（X［X，Z］）＝O　Th1s1s　equ1．va1ent　to

わ（XX　Z）十わ（瓦XZ）＝O　under　the　condition　o（g，1）（g，g））：O．　（2）　α（［X，γ］，皿（Z，

W））十α（γ［X，1）（Z，豚）］）：0，wh1ch1s　red．uced　to　the　de丘mt1onα（1）（X，y），1）（Z，〃））＝

b（瓦D（Z，W「）X）　（3）　o（［1）（X，γ），Z］，W）十α（Z，［D（X，γ），W］）＝O，wh1ch1s　obta皿ed

血om一わ（1）（X，y）Z，W）十わ（Z，1）（X，γ）〃）＝O．　（4）　α（［D（X，y），Z］，1）（σ，γ））十

〇（Z，［1）（X，y），D（σ，γ）］）＝O，m　wh1ch　each　tem1of　the1e丹hand　s1d－e　van1shes　by

d－ein1tユon．　F1na11y，（5）　α（［D（X，y），1）（Z，豚）］，1）（σ，γ））十α（1）（Z，W），［1）（X，y），

1）（σ，γ）］）＝O　　In　fact，s1nce　o（1）（Z，W），［1）（X，y），1）（σ，γ）］）：α（1）（Z，W），D（1）（X，

γ）σ，γ））十〇（1）（Z，W），’D（σ，D（X，y）γ））＝わ（1）（Z，W）1）（X，γ）σ，γ）十わ（1）（Z，豚）σ，

1）（X，γ）γ），the1e貧　hand－side　of（5）is　equa工to　わ（［1）（X，γ），1）（Z，豚）］σ，γ）十

b（D（Z，W）D（X，y）σ，γ）十わ（D（Z，W）σ，一D（X，Y）γ）皇わ（1）（X，y）D（Z，W7）σ，γ）十

わ（1）（Z，W）σ，1）（X，γ）γ）＝0　The　un1queness　of　suchα1s　shown　byα（［Z，W］，［X，

y］）十α（［X，［Z，豚］］，γ）：O　andわ（Z肌Xγ）十わ（X（Zπ），γ）：O　　　　　　　　　　q　e　d

　　　In　th1s　theorem，the1nvanant　formαof　tlhe　standard－enve1opmg　L1e　a1gebra　of　g

w111be　sa1d　to　be伽∫oα〃〃w1th　the　mvαr1ant　forコmわof　g

　　　REMlARK1　In［3］the　K111mg－R1㏄1formβof　a　L1e　tr1p1e　a1gebra　g1s　treated

The　K11hng　formαof班＝g㊥1）（g，g）1s　assoc1ated　w1thβ1f　and　on1y1fγ＝O，where

γ（X，瓦Z）＝α（1）（X，γ），Z）for　X，X　Z1n　g　　If　g1s　reduced－to　a　L1e　tr1p1e　system

thenα1s　assoc1ated　w1th　the　K111mg　for二mβof　g；（cf［5］，［6］）　In　genera1，α1s　not

always　assoc1ated　w1th　the　K1111ng－R1cc1for血β　　For　mstance，1et　g　be　a　lMla1cev　a1gebra

（cf［5］）　K　YamLagut1［9］has　shown　that　g　becom－es　a　L1e　tr1p1e　a1gebra（genera1

Lie　trip1e　system）　under　the　operations　L（X）＝λ（X）　and　1）（X，y）＝λ（Xγ）十［λ（X），

λ（y）］，whereλ（X）二y…→Xγis　the1e且卿u1tip1ication　of　the　Ma1cev’a1gebra．　The

K1111ng　for蛆αofthe　stand．ard　enve1opmg　L1e　a1gebra　of　th1s　L1e　tr1p1e　a1gebra　sat1s丘es

α（D（X，γ），Z）：＿θ（X兄Z）wh1ch　does　not　a1ways　van1sh，whereθ（X，γ）：trλ（X）λ（y）

denotes　the　K1111ng　for皿ユof　the　Ma1cev　a1gebra

　　　I・［4］｛h・・・…pt・fK一・・di・・1・fgh・・b…i・枕・d…d・・th…th・g…1・・皿一

p1ement　Rβ＝（g（1））↓w1th　respect　to　the　K111mg－R1㏄1fomβund－er　the　cond1tionγ＝0．
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It is considered as a generalization of radicals of Lie algebras, by vrrtue of the theorem 

on p. 73 in [1]. Some analogous properties for an invariant form b and Rb =(g(1)i) 

with respect to b are mentioned in the following ' 

Let b be an invariant form of g and a the invariant form of ~~ = g~)D(g, g) 

associated with b. 

PRoposmoN 7. Theform b is nondegenel'a,te if and only If a, is nondegenera,te 

PRooF. If a is nondegenerate, so is b, since b(X, g) = O implies a(X, ~1) = O for 

X in g. Conversely, assume that b is nondegenerate and that a(Xo + Do, ~~~) = O for 

some Xo e g and Do eD(g, g). Then, a(X0+Do, g)=b(Xo' g)=0 implies X0=0. 
On the other hand, a(Do, D(X, Y)) = b(DoX, Y). = O for any X, Yeg. Hence DoX = O, 

that is, Do = O as an endomorphism of g. q. e. d 

PRoposmoN 8. Let b be an ideal ofg and ~ =b~D(g, b) an ideal of 0~~ generated 

by b (cf. [2]). Then, b(b, g(1))=0 if and only if a(~;, [~r, ~l])=0. 

PRooF. Assume that b(~, g(1)) = O. Then b is contained in the orthogonal com-

plement of [~~, ~1:] with respect to a. In fact, a(~, [~~:, ~~C]) c a(b, gg +D(g, g)g) = 

b(b, g(1)) = {O}. Hence a(~5, [~~, ~~])=a(1)~D(g, b), [~r, '~~]) ca(b + [~~r, b], [~C, ~~T]) 

= {O}. The converse is clear since a(~, [X, Y])=b(~, XY) and a(b, [D(X, Y), Z])= 

b(b, D(X, Y)Z) for X, Y, Z in g. q. e. d. 
REMARK 2. In the case of the Killing-Ricci form p, the proposition obtained 

above is reduced to Proposition 2 in [4] . 
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