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高校における離散確率分布の指導について

伊　　藤　　俊　　彦＊

　　　　　　　　　Tosh1hiko　IT0

0皿Teach1ng　lMlethod．of　the　D1screte　D1str1but1on

　　　　　in　the　UpPer　Secondary　Schoo1

1　は　じ　め　に

　「現代における数学の発展と杜会で果たす数学の役割

を考慮して，新しい観点から内容を質的に改善し，基本

的な概念が十分理解され，数学的な見方や考え方がいっ
　　　　　　　　　　　　（1）
そう育成されるようにする事」という改善の基本方針に

より星現行の高校の学習指導要領が昭和45年に誕生し

た。これにより従来「確率」はr数学皿A」、r数学皿」，

「応用数学」などで取り扱われていたものが「数学I」
　　　　　　　　　　　　（2）
で取り扱われるようになつた。r数学I」では確率の意

味と基本法則，条件つき確率，事象の独立などの確率の
　　　　　　　　　　　　　　（3）
基本的な性質や概念を扱っておる。これを受けて「数学

皿」では確率分布と統計的推測を指導する事になってお
　（4）

る。現行の小学校，申学校，高校の学習指導要領の特徴

の1つは，スパイラル方式によって教材を配列しておる

事である。たとえば，r確率」を例にとってみると小学

校6年，中学校2年，高校1年と1年おきにその指導が
　　　　　　　　（5）
くりかえされておる。小学校，中学校，高校にわたるス

パイラル方式が適当であるかどうかが今回の改訂の基本

方針の1つとしてとりあげられ，昭和52年に小学校，中

学校の学習指導要領が改訂され，「確率」については大

きく整理され，小学校6年の「確からしさ」は中学校に

移り，基礎的な概念を理解させるという事に主眼をお

き，「順列1組合せの考え」との関連をなくし形式的な

確率の計算に深入りする事のないよう中学校3隼で指導

するようになった。

　このようなスパイラル方式の反省を受けて、高校の学

習指導要領案が文部省から，昭和53年発表された。それ

によると現行の「数学I」の内容であった「確率」は高

学年の選択科目「確率。統計」で扱われる事になり，そ

の内容については，資料の整理，場合の数，確率多確率
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分布，統計的な推測であり，現行の「数学I」と「数学

皿」の確率⑤統計の内容を合わせたものであり，現行の

ものとほとんど大差ない。

　選択科目としての「確率・統計」とよばれる科目が誕

生した以上，現行通りの内容と大差ないというのではな

く，社会において役に立っておる確率1統計の内容をも

っととり入れてよいのではないだろうか。離散確率分布

についてみてみると二項分布しか扱っていない。実験⑤

実習を大巾にとり入れ，平易に内容を展開すれば，二項

分布以外の離散確率分布の指導も可能であると思う。そ

こで本報告は，高校の選択科目「確率・統計」の離散確

率分布の指導に，二項分布のみではなく婁幾何分布，ポ

アソン分布をとり入れる事を提案し，その指導展開例を

示す。教育実践は筆者が高専に勤めていたときおこなっ

たものである。

2　離散確率分布の指導法

　　　　　　　　　（6）
　離散確率分布の定義　　9を標本空間，Bを9上の

ボレル集合族とする。ボレル集合族は次の条件をみたす

ものである。（1）9∈B（2）A∈B⇒ル∈B

　（3）A乞∈B⇒Uλ壱∈B
　　　　　　　｛：1

　．B上で定義された次の公理をみたす実数値関数Pγを

確率，片（A）を事象Aの確率という。

　　公理1　0≦片（A）≦1

　　公理2　　　片（9）＝1

公理・片（刺音（・1）

　そして9とBと片を三つ組み合せたもの（9，
B，片）を確率空間といい，この確率空間の根元事象ω

を実数に対応させる関数X（ω）＝Xを考え、｛ω1α＜

X（ω）＜ろ｝が常にBの要素，すなわちボレル集合に

なっているとき，Xを（9，B，片）上で定義された確
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率変数といい，このXが高々可附番の値しかとらず，

　　　片（X＝エゼ）＝∫（”ゼ）　　（｛＝1，2，・”）

となるとき，Xは離散確率分布に従う一といい，∫（”乞）を

離散密度関数という。

　このとき∫（剛は次の性質がある。

　　性質1　∫（”1）≧O　（｛＝1，2，…）

　　性質2　　Σ∫（功＝1
　　　　　　　乞＝1

　さらに任意の1次元集合λに対して

　　　片｛X∈λ｝＝Σ∫（功が成立する。
　　　　　　　　　明∈■

　上記で定義された離散確率分布の具体的な分布として

次の例がある。

　（a）二項分布∫（κ）＝肌C。グψ・”

　　　　　　　　　　　　　　　”二0，　1，　2，“。，　〃

　（b）幾何分布∫（κ）＝ψ一1ク　”＝1，2，・”

　　　　　　　　　　　　　ゼλλ”　（c）ポアソノ分布∫（”）＝　　　　”＝O，1，2，・“
　　　　　　　　　　　　　　”！

　いずれも重要な分布であり，これらの確率分布の指導

法はすべて次の両極④，⑮の間に位置づけられると林昭
　　　　　　（7）
氏は述べておる。

　④コルモゴロフの公理（確率分布の定義で述べた性

質1～2）を満たしておれば確率分布とみなし、理論的

に指導する。

　⑮分布が得られた由来もしくは現象例。実験例に基

づき確率分布を構成し指導する。

　⑧は演澤的推論を申心とレた分析的思考型。⑲は分析

的思考に先行する直観的思考型と考えられる。小学校，

中学校における確率・統計の学習は④的指導法は無理で

⑮的指導法が直観的思考にもとづくという点から適して

おる。高校においては，大部分⑧的指導法でなされる

が，可能な限り④的指導法を導入した方が望ましいと思

う。現行の「数学I」，「数学皿」の教科書から確率分

布の指導についてみてみると，ほとんど⑫的指導法で展

開されており二項分布の期待値E（X）についてのみ次
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（8）
のようなやり方でやや④的な方法で展開しておる。

　　E（X）＝Σ伽Cψ”（1一ク）犯一”を求めるのに，
　　　　　　”：O

　　　　　　　　π　　　（α十が）帆＝Σ侃0。グψ・卯………①

　　　　　　　　”昌0
　　両辺を微分して

　　　〃（q＋ク¢）肌一1ψ＝Σ伽C”グψ叩¢パ………②
　　　　　　　　　　　”＝1

　　①，②において

　　　エ＝1，ク十q＝1とおくと

　　　　　亙（X）＝妙

　そこで，次に実際の指導展開について考察する。

3　離散確率分布の指導展開

　本稿の展開に入る前に次の指導はおこなわれているも

のとする。㈱確率の意味ピ）確率の基本的な法則（ウ）条

件つき確率・事象の独立　⇔確率分布の意味　㈲確率分

布の平均，分散　㈲二項分布と大数の法則

3．1幾何分布

⑤一→④への指導展開を試みる。

　実験1　「乱数サイをくりかえして振るとき，”回目

に初めて1の目の串る確率を求めよ。又1の目が初めて

あらわれるのは平均して何回目か。」

　たとえば5回目に1の目が初めてあらわれたときは，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　壬
・回目までは・の目が出ないからその確率は（音）・

次に1の目が出る確率は1から，
　　　　　　　　　　　10

　　　　　　　　　　　4　　　片（・一・）一（音）（も）となる・

同様にして”回目に初めて1の目の出る確率は
　　　　　　　　　　　　　　”一1

片（・一・）一ル）一（音）（十）となる・

　上記の∫（”）は次の性質をみたす。

性質1　！（”）≧O

　　　　　　　　　　　　　　　　2性質・十十（品）（十）・（音）（十）・

　　　　　　　　　　”一1
　　　　　　・十（音）（十）・一・

　　　　　　　1
　　　　　　　10
　　　　＝　　　　　　二1
　　　　　　　　9
　　　　　1一一　．　　　　　　　　10

　よって∫（”）は確率密度関数となる。一般に1回の試

行で事象Aのおこる確率をクとし事試行を何回かく

りかえして”回目に初めてAのおこる確率がPγ（X

＝”）＝！（”）＝ψ一1クとなるときこの確率分布を幾何分

布という。

　実験1の順序は次のとおりである。

　①乱数サイを投げ，初めて1の目が出た回数を記録

　　する

　②　①の操作を5回くりかえして，5回の平均茅を

　　求める

　⑧　①～②を40回くりかえし累積平均三を求める。

　このようにして得られたものが表1である。　（40人の

生徒のうち1人の生徒のおこなった結果である。）

　表1より度数分布を作り，理論的な確率分布と比較し

たものが表2である。

　Xの理論的な期待値亙（X）は
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表1’初めて1の目が出た回数
No。

1

2

3

4

5

6

7

8

9
10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

”

7

2
10

18

12

38

9

2

8

9
11

6
16

4

2
10

2

7

4
26

21

20

2
32

10

12

12

5
17

3

7

7
36

5

3
19

1
13

3
24

2
15

2
13

9

2

6

1

6

1
13

8

3

2

6

1
11

24

1
1O

15

6

1

6
40

11

22

4
16

9
33

4

3

3

2
11

7
17

10

27

19

3
14

5

1

8

7

8

2

8
19

21

13

8
45

33

18

9

2
18

元

12．8

9．2

5．8

14．8

14．4

14．2

11．2

4．O

9．8

6．O

16．6

9．2

14．2

4．4

11．6

14．8

7．8

14．0

4．O

21．O

”

12．8

11．0

9．26

10．6

11，4

11．8

11，7

10．8

10．6

10．2

10．8

10．6

10．9

1O．4

10．5

1O．8

10．6

10．8

10．4

10．9

No．

21．

22

23

24

25

26

27

28

29

3q

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

”

2

3
18

5

1

7
29

10

19

5

8

2
15

1

6

8

3

7
28

18

9

7

2
10

22

1
11

9
18

22

2
15

4

2
35

4

4

9
36

24

5

6

4

8

1

2
17

27

7
10

8

1

4

8

4

3

8
18

1

4

2

6

7

4
10

2
16

3

5
11

4

7

3

9
32

8
21

2
14

3

1
17

19

9

4

5
13

7

8

1

3

8

2

5

7

2
14

7
23

30

房

3．8

7，8

10．O

7．2

7．6

3，4

17，2

11．2

11．4

9．8

5．O

6．6

5．6

5，0

16．8

5．O

10．O

8，6

20．4

15．8

”

10．6

10．5

10．4

10．3

10．2

9，9

10．2

10．2

10．3

10．3

10．1

1O．O

9．9

9．7

9．9

9．8

9．8

9．8

10．O

10．2

（注）”は初めて1の目が出た回数，売は5個ずつの平均享”は累積平均，試回回数200回

12

累11

積

平10

均

：　9κ

8

10　　20　　30　　40　　50　　60　　70　　80　　90　100　110　120　130　140　150　16Φ170　180．190200

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　試　行，回　数

　　　　　　　図1累積平均の推移



32

表2

　　　　　　　　　高校における離散確率分布の指導について

相対度数分布表と確率分布表

” 度　数 相対度数 理論確率

1～4 67 O．335 O．343

5～8 47 0．235 O．224

9～12 28 O．140 O．146

13～16 15 0．075 O．095

17～20 17 O．085 O．062

21～24 10 O．050 O．040

25～28 4 O．020 O．025

29～32 4 O．020 O．016

33～36 5 O．025 O．010

37～40 2 O．010 O．O06

41～ 1 O．005 O．033

（注）”は初めて1の目の出た回数

　E（X）＝Σ顯”‘1ク＝クΣ顯卜㌧か　　1　一⊥＝10
　　　　　・＝1　　　。＝1　　（1－9）2ク

であり，標本平均”は表1より；：10．2であり，か

なりよく近似しておる。

　表2から。椙対度数分布は理論的な確率分布にかなり

よく近似しておる。

　以上の事より，実験における分布は幾何分布に従う事

が理解できる。

　「ある事象Aについてそれがおこる確率をクとす

ると，試行回数〃を十分大きくすれぱ，Aのおこる相
　　　　　　　　　　　　（9）
対度数はクに近い値になる」という大数の法則は表2

から直観的に理解できる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ω
　この大数の法則を正確に述べると次のとおりである。

　大数の法則X。，X2，．．．，Xπ，．．．が同一の分布に従う

独立な確率変数であるとき，その最初のη個の平均X犯

　1　肌
＝一ΣX乞について考える。ここでE（X乞）二伽とす
　”．｛：1

る。X肌の肌のまわりのバラツキは〃が増加すれぱし

だいに小さくなる。すなわち任意の正数εに対して，

　　　　Z伽zPγ｛lX．r物1＞ε｝：Oとなる。

　図1は，累積平均の推移を示しておる。試行回数が増

加するにつれて，累積平均はだんだんと理論的期待値10

に近づいていく事がわかる。試行固数5回の平均は多種

多様であるが200回の回数で累積平均がだんだんと安定

していく事が図1よりわかり，正確な意味での大数の法

則が直観的に理解できる。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ”　①　確率変数Xの確率密度関数八”）＝7「θ・λ

”二〇，1，2，1”で与えられるときXはポァソン分布
　　　　　Ol〕
をなすという。

　　　　　　　　　　　◎o　　　。。λ”（証）八”）≧Oは明白・罫”）＝婁。万θ一λ一

3．2　ポアソン分布

　ポアソン分布の指導法を④一今⑮の順に並べてみると

次のとおりである。

　　　　c。　λ”
　　θ一λΣ　　　＝ゼλ・θλ二1
　　　篶0”！
　　よって！（”）は確率密度関数になる。

　②　二項分布のポアソン近似

　二項分布ア（”）＝犯Cψ匁犯■”において妙＝λを一

定に保ちながら，η→◎o，ク→Oとするときポアソン分
　　　　ω
布に近づく。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　”（証）伽咋η（ト1）”，（ト糾1）（÷）

　　　　犯・”
（・一÷）　芸÷犯；1

　　　　　　　　犯　　　　　　　　　　一”
”■蓑十1（1一÷）（・一÷）

〃→◎oのとき

　　　　　　　　　　　　　肌ト蓑十1→L（レ÷）→（

　　　　　・”（・一÷）→・

　　　　　　　　　　　λ”　結局　肌C。グψ■・一→1　ゼλ
　　　　　　　　　　　z！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈹
　⑧　確率遇程3（τ）からポアソン分布を導く。

　3（f）に次の仮定をおく。

　（a）任意の広，ん＞Oに対して3（2）と3（士十ん）一3（玄）

は確率的に独立な確率変数である。

　（b）確率変数5（叶1z）一5（カ）の分布はオに関係ない。

　（c）　Pγ｛5（¢十ん）一5（工）＝1｝＝λん十〇（ん）

　　　片｛5（2＋ん）一5（2）；≧2｝讐O（ん）

　　　　ここでO（ん）はO（ん）／ん→O（ん→0）なるん

　　　　の関数を表わす。

　この仮定（a），（b），（c）を用いて，カ＞O，”＝O，1，2，・い

に対して，鳥（な）＝片｛5（z）二功を決定する。

　　　　　　　　6上記の仮定より「万汽（τ）＝一λ片（カ）をといて，片（オ）

　　　　6二θ一”。一P”（3）＝一λP”（¢）十λ鳥一1（丞）をといて鳥
　　　　励

（1）一（禁ぺここでHと捌ナぱポアソノ分布が

得られる。

　　　　　ω
　④　現象例　あるクラスで欠度者の数を1学期（96日）

調べたところ次の表3のようになった。ポアソン分布に

あてはめてみよ。

　ポアソン分布の指導は高校段階では上記で述べた④的

指導法①，②，③は無理である。そこで次の実験2を通
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欠度者数

日　　数

0　1　2　3　4

61　25　8　1　1

計

96

して，ポアソン分布の特徴を理解させる。

　ポアソン分布の特徴

　（i）　きわめてまれにしかおこらない事象を独立に多

数回くりかえすときおこる回数の分布にあてはまる型で

ある。

　（ii）二項分布において〃が大きく，クが小さいと

き，普通ク＜O．05，勉＞100ならばポァソン分布の近

似で十分の精度が得られる。

　実験2　1000個の小さいビーズ玉を適当な器に入れ，

このうち黒玉は5個，黄赤玉は10個，青玉は20個，赤玉

は50個，黄玉は100個，緑玉は200個。白球は615個であ

る。

　（I）　この器の申からランダムに5個のビーズを抽出

して，緑玉ビーズの数をかぞえる。次にビーズを一度器

にもどしてから，再びランダムに5個抽出して縁玉ビー

ズを数える。この操作を200回くりかえす、これは，〃

＝5，ク＝O．2に相当する。

　（皿）同様な操作で，50個のビーズを抽出し，この中

の赤玉ビーズをかぞえる。これを200回くりかえす。こ

れは，〃＝50，クニ0．05の場合に相当する。

　（1）の場合の実験結果は表4のとおりである。　（生徒

40人の中の1人の生徒の例を示す。）

表4　相対度数分布表と二項分布表

　　　　　　　　　　　（η＝5，ク＝O．2）

X 実際回数 相対度数 二項確率 理論回数

O 65 O．3250 O．3277 66

1 81 O．4050 O．4096 82

2 47 O．2350 0．2048 41

3 7 O．0350 O．0512 10

4 0 O．0000 O．O064 1
5 O O．0000 0．OO03 O

　緑玉の出現回数をXとするとXの確率密度関数∫
（”）｝ま，∫（エ）＝50α：O．2z0．85・”，”二〇，1，2，3，4，5と

なり，その確率分布は表4のとおりである。

　Xがポアソン分布に従っていると仮定すれば，λ；

砂一・…一1であるから・ル）一…芸とな1そ

の確率分布は表5のとおりである。

　表4，表5より相対度数分布と二項分布とは近似して

おり，ポアソン分布とは余り近似していない。
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表5　相対度数分布表とポアソン分布表

　　　　　　　　　　　　（〃＝5，ク＝O．2）

X 実際回数 相対度数
ポアソン
確　　率

理論回数

0 65 O．3250 0．3678 74

1 81 O．4050 0．3678 74

2 47 O．2350 O．1839 37

3 7 O．0350 O．0613 12

4 O O．0000 0．O153 3
5 0 O．0000 0．O030 1

　以上の事から〃の値が小さくクの値が小さくないと

きは二項分布をポアソン分布で近似するときは近似の度

合はよくない事がわかる。

　この事について果してそうであるか適合度検定をおこ

なってみる。

　帰無仮説H。：ク＝O．2の二項分布に従う

表4よりγ2：2，936＜鳩（0．05）＝・11O．7

　よってH。は採択され二項分布に従う

　帰無仮説H。：λコ1のポアソン分布に従う

表5より炉＝10．39＞鳩（O．05）＝7．81

　よってH。は棄却されポアソン分布に従わない。

　（1皿）の場合の実験結果は表6のとおりである。（I）の

場合と同様に赤玉の出現同数をXとするとXの確率

表6　相対度数分布表とポアソン分布表

　　　　　　　　　　　（〃＝50，クニO．05）

X 実際回数 相対度数 ポアソン
確　　率

理論回数

O 14 0．070 O．082 16

1 38 O．190 0．205 41

2 49 O．245 O．256 51

3 49 O．245 O．213 43

4 31 0．155 O．133 27

5 12 0．060 O．066 13

6 4 0．020 0．027 5
7 3 O．015 O．009 2
8 0 O．OOO O．O03 1
9 0 O．000 0．000 O
10

分布は，理論的には，∫（”）＝。。C”（O．05）”（O．95）50吋，

エ＝O，1，2，・・。，50の二項分布に従う、

　Xがポアソン分布に従っていると仮定すれぱ，λ＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2．5”砂＝50XO・05＝2・5であるから・八π）＝ゼ2’5一「

となり，その確率分布は表6のとおりである。表6

から相対度数分布とポアソン分布とはかなり近似してお

る事がわかる。したがって犯の値が大きくヵの値が小

さいときはポアソン分布で近似してよい事がわかる。果
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してそうであるか適合度検定をおこなってみる。

　帰無仮説H。：λ＝2．5のポアソン分布に従う

表6より，炉二2．54＜鳩（0．05）＝14．07

　よってH。は採択，ポアソン分布に従う

ω　岡田泰栄他：r応用数学I」大日本図書　1974

㈹　平林一栄：r確率教材の指導理念」日本数学教育

　学会論文発表会資料　1973

4　お　わ　り　に

　スパイラル方式による教材の配列がある程度否定さ

れ，高校における選択科目としての「確率・統計」が誕

生し今までより以上に教育効果はあがるものと思う。が

しかし確率。統計の知識が杜会においてますます必要に

なってきておる現代，科目「確率・統計」の教材内容が

今ままでの「数学I」「数学皿A」「応用数学」におけ

る確率統計教材のよせあつめというのではなく，教材の

取捨選択が必要ではないだろうか。

　1例として本報告は離散確率分布について二項分布の

みではなく幾何分布，ポアソン分布をとりあげた。

　今後，確率統計教育が「いかに数学化し，いかに数学

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　㈹を応用していくかということを生徒に示す最良の機会」

となる事を望んでいる。
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